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AVIS DE L'ÉDITEUR. 



Nous donnerons aux Nouv^elles Annales, destinées 
aux progrès de l'enseignement et dont la continuation 
nous est confiée , le même soin qu'au Journal de Ma- 
thématiques de M. Liouville, destiné aux progrès de la 
science. Notre Librairie renfermant Içs principaux ou- 
vrages didactiques tant anciens que modernes, et nos 
relations commerciales avec TEurope géomètre, nous 
donnent les moyens de procurer aux Rédacteurs de ce 
Recueil les documents précieux, indispensables à leurs 
travaux. 

Nous ne négligerons rien pour que les Nouv^elles A fi- 
nales, remplissant le but de leur fondation , paraissent 
mensuellement avec exactitude, et que Texécution typo- 
graphique, ainsi que celle des planches, répondent de 
plus en plus aux vœux des abonnés. 

A partir de janvier 1849, ^^ devra adresser les de- 
mandes d'abonnement à M. Bachelier, imprimeur- 
libraire, quai des Âugustins, n^ 55. 
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AVERTISSEMENT DES RÉDACTEURS. 



Les Noui^elles Annales viennent d'achever leur septième 
année. Les suffrages honoraires d'honunes compétents 
nous permettent de croire que nous avons été de quelque 
utilité à la science et à l'enseignement, aux professeurs et 
aux élèves, double but que nous n'avons jamais perdu de 
vue. Notre Recueil contient des renseignements instructifs 
sous le rapport didactique et historique, sur toutes les 
méthodes anciennes et nouvelles ,. sur les théories et ques- 
tions, objets ordinaires des examens. Toutefois, dans le 
monde intellectuel et politique , tout s'avance devant nous.. 
Et de nos jours , dans les sciences surtout , qui s^arrête , 
recule. Delà , laccroissement continuel, chez les nations 
civilisées du globe , des productions périodiques qui en- 
registrent incessamment tous les progrès du jour. Ainsi 
r Allemagne, outre le Journal de Crelle, celui de Poggen- 
dorf , le Journal polytechnique de Vienne^ les Annales 
(T Astronomie de Schumacher, s'est encore enrichie , de- 
puis 1843, d'un journal consacré aux sciences exactes, 
sous ce titre ; Arcliw der Mathematik und PJvysik, mit 
besonderer Rucksiclit auf die Bedurfnisse der Lehrer an 
hôliern unterrichts anstalten^ herausgegeben von Johann 
August Grunert , professor an Greifswald , i845 [Archives 
des Mathématiques et de la Physique, ayant égard parti- 
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culièrement aux besoins des professeurs aux institutions 
supérieures y publiées par Jean- Auguste Grunert , profes- 
seur à Greifswald). L'Italie possède plusieurs Recueils 
scientifiques où les Tortolini , les Chelini déposent leurs 
beaux travaux géométriques. En Angleterre, outre le 
Journal de Mathématiques de Cambridge et de Dublin^ 
publié par Thomson, et qui a pour collaborateurs les 
frères Roberts , les Hamilton, les Cayley, et autres grands 
géomètres contemporains; outre les journaux scientifi- 
ques d'Oxford , d'Edimbourg , il y a encore pour la partie 
élémentaire : The Mathematician, edited by Messrs Ru- 
therford and Fen wick of the royal mîlî tary Academy , 1 845 , 
vol. I et U (Le Mathématicien, publié par MM. Ru- 
ilierford et Fenwick de l'Académie royale militaire). 
Le Journal de Dublin vient de commencer une seconde 
série, et le mouvement mathématique est tellement 
fort chez nos voisins au delà du détroit, qu'on réim- 
prime une seconde édition de la première série. La géo- 
métrie surtout ancienne et moderne y est cultivée avec 
beaucoup d'ardeur. On y voit paraître de fréquentes tra- 
ductions d'Euclide à l'usage des classes : qui en France 
achèterait une telle traduction? Les neuf dixièmes de nos 
élèves ignoren t le nom d'Euclide , et l'on compterait facile- 
ment le nombre de professeurs qui lelisent. Nouspossédons 
un seul journal consacré aux parti^es transcendantes de 
la science et dirigé par un célèbre géomètre, journal qui 
vsi l'émule de celui de Crelle*, mais tandis que le journal 
prussien jouit de la haute protection de son gouverne- 
ment, celui delà France est bien loin d'avoir joui d'une 
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telle protection sous le Gouvernement déchu; au contraire, 
La République réparera- t-elle les torts de la monarchie? 
Peut-être. Mais la justice nous oblige de dire que Tancien 
Gouvernement, peu avant sa chute, se disposait à en- 
courager les Noui^elles Annales par des souscriptions. 
Ces dispositions bienveillantes seront-elles maintenues? 
nous Tespérons. 

Quoi qu'il en soit, la huitième année, nous ferons de 
nouveaux eflbrts pour mériter T approbation du public 
géomètre : nous voulons que les Nou\^eIles Annales de- 
viennent en quelque sorte un bureau de consultations 
pour ceux qui se livrent avec amour à Fétude de la sainte- 
doctrine. Ainsi tous les professeurs des départements et 
de la capitale pourront s'adresser par écrit ou verbale- 
ment aux rédacteurs pour obtenir des renseignements 
bibliographiques sur l'objet de leurs investigations. Dans 
cette même vue, nous donnerons les énoncés mensuels 
des articles des journaux étrangers ci-dessus mentionnés, 
et avec des développements pour ceux qui en auraient 
besoin. 

Les élèves abonnés peuvent nous consulter sur les dif- 
ficultés qu'ils rencontreraient dans les questions d'exa- 
men, et nous nous engageons à leur en communiquer la 
solution. 
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QUESTION D'EXAMEN SUR LE CONE DROIT; 

Par m. Et. BIGOURDAN, 

Professeur de Muihématlquea au lycée Mongo. 



1. On a un cône droit circulaire SAB (fig. i, PI. 1)-, 
d'un point O pris sur la surface comme centre, avec un 
rayon r, on décrit une courbe DM'N' sur la surface du 
cône^ on déi^eloppe ensuite la surface sur un plan, et 
fan demande V équation de cette courbe après le déi^e- 
loppement {que Von appelle la transformée de DM'N'). 

Soit SÂA' le développement de la surface du cône sui- 
te plan des deux génératrices opposées SA , SB , dont Tuno 
passe par le point O. Soien t DMN la transformée de DM 'N' 5 
M', M deux points correspondants, l'un sur la courbe» 
DM'N'5 Tautre sur son développement : de telle sorte que 
si l'on enroulait la surface SAA' autour du cône, la 
courbe DMN s'applicjueraitsur DM'N', et le point M sui- 
le point M'. Nous appellerons a la longueur constante 
SO , b la génératrice SA , R le rayon I A de la base , et /• 
la droite OM', longueur du rayon avec lequel on a décrit 
la courbe. Pour trouver Tcquation de la transformée DMiN, 
nous la rapporterons à des coordonnées polaires dont S 
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sera le pôle , et SA Ta^e polaire. En menant les droites 
SMQ, SM'K, on aura donc 

SM = p, DSM = w. 
Gela posé, en menant AK, on aura 

Âk' = 2 ^» — 2 ^« cos ASK. 
Comme SM' = SM = p , on déduira du triangle OSM', 



,n 



OM ou r* = a' -H p' — 2<?p CCS ASK ; 
d'où Ton tire 



flf' -h p' — /*' 



ces ASK = 

2ap 



En substituant cette valeur dans Texpression de AR , on 
aura facilement 

V ap 

Si Ton mène IK et que Ton fasse AIR = a , le rayon lA 
étant R, il est clair que l'on aura 

(i) sin-=— -=:--\/ i^ î-^9 

^ ' 2 2R 2R V ap 

les arcs AR et AQ étant des arcs de même longueur ap- 
partenant à des cercles dont les rayons sont R et i ; en 
appelant a et w les nombres de degrés de ces arcs , il est 
clair que ces nombres sont en raison inverse de ces rayons, 
et que Ton a 

a : w :: ^» : r; 

d'où Ton déduit 

b OL b 

a = - . w et - = — - , w. 
R 2 2R 

En substituant cette valeur de- dans l'équation (i), on 
.;iura enfin , pour Féquatiou du lieu demandé , 

Sin — - . Ui 1 r- — - 1/ i^ — 

\2R ) 2RV r/p 
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2. Puisque la transformée est étndemment indépen^ 
fiante de /a longueur b de la génératrice du cône, com-^ 
ment se fait^d que cette quantité se trou\fe dans son 
équation ? 

b se trouve , dans l'équation , toujours divisé par R ; or 
on a 

-7=sinASI, ou -=co8écASI, 
b R 

et il est clair que Ton pouvait prévoir à priori que Féqua- 
don de la transformée dépendrait de l'angle ASI, généra- 
teur du cône. En représentant- par |u, Téquation devient 



'"(Ç)=^\/=^^^ 



(2) sin 

3. Disposer comme on voudra des constantes a, /" 
et yi ^ pour simplifier V équation de la transfoimée. 
En développant , il vient 

in (^ = 1 4 /^' — ^' — P' + ^ ^P^ 

et il est clair qu'en faisant r = a^ et ensuite a=: 1, ce 
qui donne 

f*«\ __ P 4 /^P — P 



sin 



■)<\/- 



(3) sin 

p 

on aura une des équations les plus simples que Ton puisse 
déduire de Téquation générale. Comme fx représente la 
cosécante de Tangle générateur du cône , on ne peut pas 
supposer que l'on ait fx = i , mais on peut faire (x = 2 f 
et alors, en supprimant le facteur p, conunun aux deux 
termes de la fraction qui est sous le radical , il vient 

(4) sin 6> = \l^ — p. 

4. Quelle est la signification géométrique des hypo- 
thèses a = r= i et u.= 1? 
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Faire a = /', c'est supposer que la courbe soit décrite» 
sur la surface du cône d'un point O comme centre, avec 
un rayon égal à la distance de ce point au sommet du 
cône. Comme Funité était complètement arbitraire jus- 
qu'ici , faire a = i , c'est prendre pour unité la distance 
du point O au sommet du cône , en sorte que cette der- 
nière hypothèse ne change rien aux données géométri- 
ques^ elle ne fait que simplifier Téquation. Puisque Ton 

a - = jui, faire |ui = 2 , c'est supposer - = aoui=:aR, 

ce qui change le cône donné en un cône équilatéral. Il es( 
visible encore que de Tensemble de ces hypothèses , il ré- 
sulte que la courbe DM'>i' peut être considérée comme 
Tintersection delà surface d'un cône équilatéral, et dv 
celle d'ime sphère passant par son sommet et dont le 
centre serait sur la surface du cône, et que l'équation (4) 
est celle de la transformée de cette intersection, en sup- 
posant que la longueur du rayon de la sphère soit prise 
pour unité. 

5. ji^'Oîi le droit de supprimer sans aucun examen 
le facteur p commun aux deux termes de la fraction qui 
est sous le radical dans Inéquation (3) ? 

En faisant disparaître le radical et le dénominateur dv 
r équation (3) , on peut s'assurer que p = o satisfait à l'é- 
quation ', dans ce cas , on n'a pas le droit de supprimer un 
tel facteur avant de s'être assuré qu'il ne représente rien. 
Or, dans la question présente , le point isolé situé au pôle, 
représenté par p = o , est un point convenable, puisque 
la sphère passe par le sommet du cône; on aurait don<' 
tort de supprimer le facteur p sans en tenir compte. 

6. Discuter la courbe sin ^k) = ^''i — p. 
On a déduit 

;5) .c =: 2 — sin'w. 
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Avec les hypollièses présentes, le cône ëlant équilatéral , 
sa surface développée sera un demi-cercle , tel que AB'A' 
(Jlg- a) , dont le rayon sera SA , génératrice du cône , 
tandis que la transformée sera une courbe telle que DND', 
qu'il s'agit de discuter. 

En faisant w = o dans Téquation (5) , il vient 

sin Oi> =r o et p == 2. 

Eu prenant SD = a , c'est-à-dire SD = 2SO, le point I) 
sera un des points du lieu ) co croissant ^ sîu'o) croit , tandis 
que p décroît sans cesse , jusqu'à ce que l'on ait co = 90**, 
qui donne p = i . En élevant SN perpendiculaire sur SA , 
et prenant SN = SO = i , N sera un des points du lieu , 
et l'on aura ainsi obtenu la partie DMN de la courbe. 

w continuant de croître jusqu'à 180 degrés, on obtien- 
dra une seconde partie NM'D' de la courbe qui sera sy- 
métrique de la première. En donnant à &) des valeurs plus 
grandes que 1 80 degrés , on obtiendrait à la gauche de DD' 
une autre partie de courbe D' LD , symétrique de DND' ; 
mais si Ton ne veut construire que la transformée de 
Tiniersection du cône et de la sphère, la partie DND' 
suffira. 

7. Pourraif'On intei*préter géométriquement la partie 
D'LD de la courbe? 

Pour cela, il suffit de remarquer que, si l'on avait un 
cercle AB'A'B'' (fig- 2), dont la surface serait coupée 
selon le rayon AS, et qu'ensuite on enroulât cette surface 
sur un cône équilatéral , on aurait une double surface co- 
nique qui serait coupée par la sphère précédente , selon 
une courbe dont la transformée aurait pour équation 

p = 2 — sin'G>, 

et qui serait représentée par la courbe complète DND'LD. 

En continuant de donner à &) des valeurs croissantes 

depuis co = 36o^ jusqu'à o) = 00 , on obtiendrait une 
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série de courbes égales à DND'L , et qui se recouvriraient 
cxactemeut; ces courbes supposées pourraient être consi- 
dérées comme la transformée de Tîntersection d'un cône 
équilatéral formé d'une surface continue , qui ferait une 
infinité de circonvolutions sur elle-même, avec une 
sphère passant par son sommet , et dont le centre serait 
sur la surface conique. 

8. Pom^ait-on préi^oir à prionque la perpendiculaire 
à Vaxe polcdre, passant par le pôle y rencontrerait la 
courbe à une distance égale à l'unité? 

Puisque le cône est équilatéral , si l'on mène ON' pa- 
rallèle à AB (Jig* a) , on aura ON' = OS = i ^ la sphère 
dont le centre est en O, et dont le rayon est Funité^ pas- 
sera donc par le point N', ainsi que la section qu'elle dé- 
termine sur la surface du cône. Or, dans le développement 
de la surface du cône , il est visible que la génératrice SN', 
opposée à SO, se placera sur une perpendiculaire à SO 
passant par S \ comme la distance de N' à S ne change 
pas pendant le développement , le point N' se trouvera 
sur cette perpendiculaire en N , à une distance égale à 
l'unité. Ce qu'il fallait faire voir. 

9. Discussion de la tangente. 

En appelant V l'angle SMT que la tangente en M forme 
avec le rayon passant par le point de contact , on sait que 
l'on a 

l,m. ^^j 
Or on a 

p = a — sin^ b>, p -h X == 2 — sin* (« -4- /<) ; 
d'où l'on déduit successivement 

k = [sin » -f- sin (« -H A)] [sin » — sin (u 4- A)] , 

^ = 2 sin (« -h - j cos (- -) • 2C*» (« -+- ^) «n ^- ^j , 
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-r^= 2 Slîl 

h 



in(« + ^)cos(^).cos(« + ^)-py- 



Um. I - ï = — 2sin » cos w. 
On aura donc 



sin-w — 1 

tang V =: — : 

2 sin o) cos &> 
» 

Au point D on a o) = o, et par suite tangV = ; 

en ce point , la tangente est donc perpendiculaire sur le 
rayon SD. o) croissant, le numérateur de tang V est néga- 
tif, le dénominateur est positif; la tangente de Tangle V 
est donc négative, en sorte que l'angle SMT est obtus de- 
puis le point D jusqu'au point N exclusivement. Pour ce 
dernier point , on a 

Gj = go** et tang V := 

Au point N , la tangente est donc encore perpendiculaire 
sur le rayon SN, c'est-à-dire qu'en ce point elle est pa- 
rallèle à Taxe polaire. 

10. Ya-t-û d'autres points de la courbe pour lesquels 
la tangente soit parallèle à Vaxe polaire? 

Pour les découvrir, il suffit d'observer qu'en ces points 
Tangle V est évidemment le supplément de o) , ou que 
Ton a 

tang V = — tang w. 

En posant donc 

,y,. sin w 2 — sin'w 

(o) = — '. -» 

C0S6J 2SlUa>COS0A 

les valeurs de o) qui satisferont à cette équation indique- 
ront les directions des rayons qui rencontrent la courbe 
aux points où la tangente est parallèle à l'axe polaire. 



( •«) 

On en déduit 



2 — siiro) 

sin w = : » sin w 

2 sin&) 



=-v1- 



v/ 



En appelant j3 le plus petit arc positif dont le sinus esi 

^) il est visible que les points M, M', m', m (Jig. a) , 

correspondants à co = (3, w = i8o — p , co = i8o -f- jS, 
r,i = 36o — /3 , sont des points où la tangente est parallèle 
à Taxe polaire* D'après ce que l'on connaît de la courbe, 
on voit aussi que ces quatre points , également distants 
de l'axe polaire, sont ceux qui en sont le plus éloignés. 
Si l'on demande la distance commune de ces quatre 
points à l'axe polaire , on a 

MP=psinp = (2-sin'P)sinp=(2-|)y/| = |.Y/|, 

quantité plus grande que A. 

1 1 . En cherchant les points auxquels la tangente est 
parallèle à l'axe polaire, comment sejait-il que l'on 
n'ait pas retrouvé les points N, L, qui jouissent de cette 
propriété? 

C'est parce que, pour résoudre l'équation (6), à la- 
quelle on avait été conduit pour trouver tous les points 
jouissant de cette propriété, on a suppiûmé, sans en tenir 

compte, le facteur ? ce que Ton n'avait pas le droit 

* cos w * ^ 

de faire. En effet, pour w = 90°, ce facteur devient in- 

lini. Le premier membre de l'équation (6) , qui représente 

tang (ù , devient donc infini , ainsi que le second membre, 

qui représente — tang V. Pour (ù = 90°, on a donc 

lang V = — taog w , 

et l'on sait que c'est une condition suffisante pour qu'à 
cette valeur de o) il corresponde dans la courbe un point 
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auquel la taDgenie soit parallèle à Taxe polaire. On ¥oit 
de même qu'il doit correspondre un deuxième paint ana- 
logue k (ù= 270°. 

Eln poursuivant cette discussion, on verrait que la 
courbe présente une inflexion I entre les points N et M ; 
en sorte que , de N en I , elle tourne sa convexité vers 
l'axe polaire , et sa concavité de I en M , et que le 
point N est un point minimum , et M un point maximum, 
par rapport à ce même axe polaire. 

12. On a dit précédemment (n° 3) que Von ne pou- 
vait supposer /jt = i dans V équation (3) ^ que donnerait- 
'elle si C on y faisait cependant fx = i ? 

On aurait 



. 6> 1 . A 

2 2 V 



sm - = - \f î^ ^ ; 



et comme 



, » /i 



— COS&> 

sm- = \/ ? 



en substituant, élevant au carré et réduisant, il viendra 
enfin 

|c' — na cosoi.p -f- a* — /•' =â o. 

En discutant celte équation, on trouvera facilement 
qu'elle représenta un cercle dont le centre est sur l'axe 
polaire, à une distance du pôle représentée par a, et 
dont le rayon est r. 

13. Peut-on interpréter géométriquement ce résultat? 

Pour cela il suffit d'observer que, fi étant la cosécante 
de l'angle générateur du cône , à mesure que [i approche 
de l'unité, cet angle augmente et approche de 90 degrés, 
valeur qu'il atteint pour ix= i . Or il est visible qu'à cette 
limite la surface du cône est devenue un plan , que la 
courbe DM'N' (Jig- i) est un cercle de rayon r, dont le 
centre est en O , distant de s d'une quantité a , et qu'enfin 

>iwi. de Mathémat. , t. Vlll. (Janvier 1849.) ^ 
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cette courbe doit être identique avec sa transformée; ce 
qui est conforme à ce que Ton a trouvé par l'analyse . 

14. En considérant le plan de la base du cône comme 
un plan horizontal , et le plan SÂB comme un plan ver^ 
tical , troui^er les équations des projections horizontales 
et verticales de la courbe DM'N' dun^ \, 

Cette question peut être considérée comme un nouv^eau 
problème ainsi conçu : 

Un cône droit circulaire est coupé par une sphère de 
rayon r dont le centre est situé sur la surface du cône ; 
on projette V intersection de ces deux surfaces , i^ sur le 
plan de la base du cône ; 2° sur le plan des deux gêné- * 
ratrices opposées passant par le centre de la sphère , et 
Von demande les équations de ces deux projections. 

Nous emploierons les mêmes données que précédem- 
ment , et, eu outre, nous appellerons h la hauteur SI 
du cône ( fig. 3). M' étant un point quelconque de Tinter- 
section des deux surfaces, si Ton mène la génératrice 
SM'K , le rayon IK et la droite M' m parallèle à l'axe SI , 
il est clair que le point m est un des points de la projec- 
tion horizontale dont il faut trouver Féquation. Pour cela , 
nous prendrons des coordonnées polaires dont lA sera 
Taxe et I le pôle*, en sorte que Ton aura 

I//1 = p, AIK = b>. 

Cela posé , comme \m est la projection de SM' sur le plan 
horizontal , en appelant a l'angle générateur du cône , on 

a successivement 

b 
Im ou p = SM' sin a , IK ou R = 6 sin a et SM' = P «■ • 

En joignant OM' dans le triangle OSM', on aura 

OM'^ = SO' -h SM" — 2SO . SM' . cos OSM', 
ou 

(7 r» = /i' -+- ^ — -R- P ^^* ^^^^ • 
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Si l'on conçoit une sphère de rayon i ayanl son centre 
eu S, les trois plans ISK, ISA, KSA détermineront sur 
sa surface un triangle sphérique dont deux côtés seront 
chacun la mesure de Tangle a générateur du cône , dont 
le troisième côté sera la mesure de l'angle OSM', et dont 
Tangle opposé à ce dernier côté sera visiblement l'angle w. 
Par une formule connue , on aura donc 

ces OSM' = cos' a -h sin' a cos ta. 



^, . R , /A'— R' h ., . 

Comme sin a = -7. , cos a = i/ — j- — = t ' ^1 vi 



cos OSM' = 



vient 
ù 

/i' -4- R' cos &> 
F' 



En sul>stituant cette valeur dans Téquation (7) , il viendra, 
toute réduction faite, 

,_. , a aK //«' -+- R' cos «\ , ^ ,, R» 

Telle sera Féquation de la projection horizontale de Tin- 
tersection des deux surfaces. 

Pour trouver Téquation de la projection verticale, nous 
conserverons les mêmes données que précédemment, et 
nous observerons que si Ton abaisse JV^m' perpendiculaire 
sur le plan ASB , le lieu des points tel que m* est celui dont 
il faut trouver Téquation. Pour cela , nous prendrons SO 
pour axe polaire, le pôle étant en S, en sorte que l'on 
aura 

On voit ensuite que Ton a 

S/ïi' = SM' cos /w'SM' , 
d'où 

cos m SW 



i 

on a aussi 



OM =SM -+-S0 — 2SM'.SO.co8 0SM', 

2. 
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d'où 

u" , 2flfp.cosOSM' 

^^^ cos' m' SM' cos m' SM' 

Si , comme précédemment , on conçoit une sphère de 
rayon i dont le centre soit en S , les plans des trois angles 
OSM', m'SM', OSM' détermineront sur sa surface un 
triangle sphérique dont un côté sera la mesure de l'an- 
gle co , le second la mesure de Tangle m'SM', et le troi- 
sième la mesure de F angle OSM^ L'angle du triangle 
sphérique opposé à ce dernier côté sera évidemment 
droit, puisque le plan SM'm' qui passe par M' m' est per- 
pendiculaire sur le plan OSm\ On aura donc , par un 
théorème connu , 

cos OSM' = cos û> cos /?f'SM' ; 
d'où 

cos OSM' 



cos iw' SM' 



Cette même sphère , dont le centre est en S , déterminera 
un second triangle sphérique dont les côtés seront les me- 
sures des angles m'SI = a — w, m^SM et a. L'angle de 
ce triangle sphérique opposé au côté a étant droit, pour 
la même raison que précédemment, on aura 

cos a =: cos /w' SM' cos (a — w) ; 
d'où 

cos A/l'SM =2: ; . 

cos (a — «) 

En substituant ces valeurs dans l'équation (9) , on aura 

p'.COS'fa — w) 

r' == i- i ' -h a> — 2ap cos w. 

cos' a ^ 

En développant cos (a — oj) , on en déduira facilement 
(p cos w -h tang a . 6 sin w)' — 2 «rp cos « -h n' — r ' = o. 
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Telle sera Téquation de la projection verticale de Tinter- 
section des deux surfaces. Si Ton passe aux coordonnées 
rectilignes rectangulaires, elle deviendra 

(lo) (dp •+- tang a ./)' — ^ax-^-a* — r' = Oi 

La projection verticale est donc une courbe du second 
degré", on voit même que c'est une parabole, puisque 
les termes du second degré forment un carré parfait par 
rapport aux variables. M. Binet a démontré que , lorsque 
deux surfaces du second ordre ont un plan principal 
commun, leur intersection se projette toujours sur ce 
plan principal suivant une courbe du second degré. Le 
plan A SB pouvant visiblement être considéré comme un 
plan principal commun à nos deux surfaces, on pouvait 
prévoir, d'après le théorème de M. Binet, que leur inter- 
section se projetterait dans ce plan selon une courbe du 
second degré. 

15. Faire subir aux équations des deux projections 
les simplifications du n^ 3. 

Si l'on introduit dans (8) l'hypothèse a =^ r =^ i et 

?- = -, comme A» = i« — R« = 4R' — R' = 3R% 1'^- 
quation de la projection verticale sera 

(3-4- ces w ) 

p'-^— 4 — 'e = o, 

qui se décompose eu 

3 -h ces w 
p = o, p = j 

L^équation p = o représente un point isolé situé au 
pèle 1 , ce qui est convenable. Quant à la courbe 

3 -f- COS w 1 1 • ^ J« • / 

p = , , nous la laissons a discuter, ce qui ne pré- 
sente pas de difficulté. 

Si Ton fait a= r= jl dans Téquation (lo) de la pro- 
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jection verticale, elle deviendra d'abord 

(x -h tang ay-y — 2jc = o ; 

R I 
et, comme avec Thypotlièse — = -? ou a évidemment 

sm a = -5 CCS a = — t tang a = ~7= • 

Dans ce cas particulier, l'équation de la projection ver- 
ticale sera 



v^h) -^'=°- 



En discutant cette courbe dans sa véritable position, 
on trouve que c'est une parabole DNS (fig- 2 ) qui passe 
par les points D , N' , S j qu'en ce dernier point elle est 
tangente à SB' perpendiculaire sur SA ; que son axe est 
parallèle à AB, et que son foyer est situé sur la géné- 
ratrice SB (*). 



THÉORÈME SUR LES SURFACES COURBES ALGÉBRIQUES; 

Par m. LEBESGUE. 



Si, autour d'un point fixe, on fait tourner une trans- 
versale, qui rencontre une surface géométrique en autant 



(*) \^, Le théorème cité de M. Binet est évident; prenant le plan prin- 
cipal commun pour plan des tjt , les équations des surfaces sont 

»«-hP = 0, ««-hQrzrO; 

P et Q sont des fonctions en x, r du second degré: donc P — Q = o est l'é- 
quation de la projection de l'intersection sur le plan principal cbmmun. 

20. La courbe représentée par l'équation /| /5 = 3 -h cosw est nnepodaire, 
c'est-à-dire la projection d'un point sur les tan(;cntes a une conique 
:t. IV, p. I^f),. . Th. 
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depointsÂ, B, eic, qu'elle a dedimensions, et qu'on prenne 
sur cette transversale , dans chacune de ses positions , un 
point M tel que la valeur inverse de sa distance au point 
fixe soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses 
des distances des points A, B, etc., à ce point fixe, le point 
M aura pour lieu géomëtriquë un plan. 

On voit, dans V Aperçu historique de M. Chasles, que 
Cotes a énoncé le théorème pour les courbes algébriques, 
ou, comme on dit, géométriques. 

La démonstration se donne en peu de mots, même 
pour le cas des surfaces. 

Soit 

(i) A-^(Ba?^-CJ -+-Dz)-+-. ..-+-(... 4- Pj:»-f-Q7« -h Rz")= a 

l'équation d'une surface géométrique du n'*'"' degré ou de 
n dimensions. Prenons d'abord pourpoint fixe l'origine, 
et menons la transversale x = pz^y=qz] Téquation ( i ) 
donnera de suite, en substituant et divisant par z"^ 



' ©■-( 



B/?+Cç-+-D\ /i^"-» 




(^' A 

et si l'on représente par Zi^ Zf^,,.^ z„les n valeurs de z, 
on aura 

Cy + D^ 



I I I /Bp 



Si l'on représente par X , Y, Z les coordonnées du point 
M, et par Tj, r, ,..., /'„ les distances à l'origine des points 
d'intersection de la surface et de la transversale , et enfin 
par R la distance de M à l'origine, l'équation indiquée 
par l'énoncé 

II I /i 

...4-- =- 



donne de suite 



II, I « 



. , . -I — — —, 
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puisque Ton a 

et ainsi des autres. La suppression d'un facteur commun 
donne donc 



2 



1 B/> + C^ H- D n 



z A Z 

1 

ou bien 

B/?Z -h Cql -h DZ -h /îA = o, 
et comme Ton a 

on aura enfin 

(3) BX H- CY -f- DZ + «A = o, 

équation d'un plan. 

Si le point fixe n'est pas à Torigine, et que ses coor- 
données soient a, i, c, on prendra ce point pour origine 
de nouveaux axes parallMes aux premiers , en posant 

et si Téquation (i) est f(x^y^ sr) = o, elle deviendra 

ou bien , en développant , 

Le lieu cherché sera donc 

ou, en repassant aux premiers axes, 

(4) (X-a)^+(Y-ù) ^+ (Z - <^) 1"+ n/{a, b, e) = o. 
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Il est à remarquer que cette équation serait celle du plan 
langent si Ton avait f{a^ i, c) = o, ou si le point fixe 
était sur la surface. 

Si, dans Féquation (i), on remplace x^y^ z par 

_, --, -j elle devient homogène et peut se mettre sous la 
u u u 

forme 

df df df df 

alors l'équalion (4) devient 

{f^ojez à ce sujet les Noux^elles Annales , t. VII, p. 5.) 
Pour n = 2 , ou le cas des surfaces du second degré , 
l'équation (4) n'est autre que le plan polaire du pôle 
(a, i, c). U parait assez naturel de prendre ce théorème 
pour point de départ de la théorie des pôles et polaires , 
ainsi que Ta fait M. Terquem dans ses relations d'identité. 

Comme — I — = =r revient a «=îî » ou 

r, ra R r, R R r, 

bien encore à 

R — r, _ r^ — R 

on reconnaît que les cordes issues du point fixe sont di- 
visées harmoniqucment par le poînt.ûxe et par le point M. 

Voici une autre propriété du plan polaire pour les sur- 
faces du second degré. 

Par un point fixe, prenons trois transversales coupant 
lâ surface, la première aux points a, a', la deuxième aux 
points jS , jS', la troisième aux points y, y' , Les trois trans- 
versales n'étant point dans un même plan , si Ton cherche 
les intersections des plans ajSy, a'/S'y'^ «l^'y'î ^^^7 h 
fia'Y, /3V/Î ya'iS', /a/5^ a^Sy', a'jS'y^ ay/S', «'//S, 
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j5ya', jS'y'a , on verra qu*ils se croisent quatre à quatre 
sur le plan polaire. 

Prenons, en effet, les trois transversales pour les axes, 
et soient j:i, o, o; x^, o, o les coordonnées des points 
a, a' 5 de même, o,j^i, o; o,^, , o les coordonnées des 
points |3, |3'5 et enfin o, o, Zi] o, o, z, les coordonnées 
des points y, y'. Les plans oc^'y\ od^y auront pour équa- 
tions 

X Y z X y z 

Xx y-i *3 X'i yx Zx 

Ajoutant membre à membre 



.r 1 4- 4- — ) -h r , 
1 ^7 1 \y 



- + -) -hz(i H-- ) =2, 

ri r»/ \«i «3/ 



ce plan contiendra l'intersection des deux premiers; or. 
d'après l'équation 

A + Bx -h C j- H- Dz 4- . . . = o , 

on a 



1 1 B 


I I C 


I 1 D 


— — f- — "— -— — , 


-— -\- -" =: «~ —9 


- -^- =— Tî 


Xx Xj A 


r. ri A 


Zx z, A 



delà 

Bx + C^ -f-D«-h aA = o, 

équation du plan polaire. Les autres systèmes oc^y^ 
at! ^'y\ etc., donnent le même résultat. 

Pour trois transversales qui ne passeraient pas par 
l'origine, on poserait 

j: = /i-h mx' -f- ny' -h pz! ^ y zzn b -\- mV -H n'y' -h /?'z', 

z = c + m"x' -4- «y 4- //'z', 

pour rentrer dans le premier cas. 

AlorvS rétjualioii de la surface deviendrait 
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et le lieu des points de croisement 

(6) B, x -h C,y -h D, «' -h 2 A, = o , 

et comme le développement de 

/(or, j, z) =/'{a -f- maZ-j-n/ +pz, b -h mW + n'y' 4- p'z^ 

c -h /w'V -h «y -+-/?"«) = o 
donne 

A, =:/(a, è,c), 

B. = m-f -h/w'-j^-f-m"-f , 

aa a6 ac 

df ,df „df 
da db de 

Téquation (6) deviendra 

«h ^(/"'V -f- «V + ;?"2') -f- ?./(«, ^, = o, 
ou encore 

équation du plan polaire. 

Ces propositions sur le plan polaire sont le fondement 
des autres , que notre but n'est pas d'exposer -, nous nous 
contenterons d'ajouter que la méthode des homogènes , 
citée plus haut , simplifie la théorie analytique des polaires 
réciproques. C'est ce que nous verrons sans doute dans la 
suite de l'article de M. Terquem (t. Vil, p. 5 et 4io)* 
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DBS QUANTITÉS NÉGATIVES. 

Usage qoe Ton fait e» algèbre les signes + et — ; règles des sigies 
du caleil algébriqie-, itilité des coiYentiois relatires ao calcil des 
quantités négatives; 

Par m. El. GUILLON, 

Maître surveillant à l'École Normale. 



La résolution des problèmes dépend de celle des équa- 
tions , et la résolution des équations exige que Ton sache 
effectuer sur les polynômes (parmi lesquels nous com- 
prendrons toujours les monômes) les transformations ou 
opérations qui constituent le calcul algébrique. 

On appelle polynôme un assemblage de quantités réu- 
nies entre elles par les signes -\- et — . Chacune de ces 
quantités, prise avec son signe, s'appelle un terme du 
polynôme ; nous appellerons tenues positifs ceux qui ont 
le signe -H , et termes négatifs ceux qui ont le signe — (*) . 
Nous parlerons aèissi de valeur absolue d^un terme *, nous 
entendrons par là la valeur de ce terme , abstraction faite 
de son signe. Pour plus de simplicité dans les énoncés que 
nous aurons à donner, nous comprendrons la première 
quantité quand elle n'aura pas de signe, parmi celles qui 
sont précédées du signe -\-» 

U semble tout naturel de regarder un polynôme , tel que 
a — & -H c — ri, , , , comme représentant un nombre ou 
une quantité qui doit être obtenue en retranchant A de a , 
puis en ajoutant c au résultat, etc. ] mais alors il faudrait, 
pour qu'un polynôme représentât une quantité , que 

C) Nous donnons pour un moment cette définition qu'il sera nécessaire 
de modifier plus» lard 
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Tordre des termes fût tel , qu^on ne rencontrât pas do sous- 
traction impossible^ car, autrement, ce polynôme ne re- 
présenterait rien. Or il serait très-gênant, et sans aucune 
milite , de s'astreindre à écrire les termes d'un polynôme 
dans un ordre plutôt que dans tout autre. Ce qu'il importe 
de considérer dans un polynôme , ce n'est pas l'ordre de 
ses termes, mais sa valeur ^ on appelle ainsi la différence 
entre la somimedes valeurs absolues de ses termes positifs 
et la somme des valeurs absolues de ses termes négatifs. 
Ainsi, dans un polynôme, les soustractions indiquées 
peuvent être impossibles , et même un polynôme peut 
commencer par un ou plusieurs termes négatifs. Si nous 
ajoutons que l'on fait usage en algèbre, pour les avantages 
qu'il en résulte, de polynômes dans lesquels la somme des 
valeurs absolues des termes positifs est moindre que la 
somme des valeurs absolues des teriçies négatifs-, que ce 
qu'il y a à considérer dans de pareils polynômes , c'est leur 
valeur négative, ou la différence entre les deux sommes 
dont il s'agit précédée du signe — •, alors nous serons con- 
duits à dire qu'au lieu de regarder dans un polynôme les 
signes -f- et — comme indiquant des additions et des 
soustractions à effectuer, il est préférable de les regarder 
comme servant à partager les termes en deux classes, dont 
chacune fournit l'une des deux sommes desquelles dépend 
le nombre réel ou fictif, ou, comme on dit, positif ou 
négatif, que nous avons appelé la ^valeur du poly- 
nôme, 

La question suivante, extrêmement simple, servira à 
éclaircir ce qui précède : 

Un banquier a payé différentes sommes y et il en a 
reçu d* autres : on demande la somme que définiti\»ement 
il a déboursée, 

n est bien clair que cette somme n'est autre chose 
que la valeur , telle que nous l'avons définie , du poly- 
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uôme dont les termes positifs ont pour valeurs absolues 
les sommes payées, et dont les termes négatifs ont pour 
valeurs absolues les sommes reçues. C'est de cette va- 
leur seulement qu'on doit s'occuper^ et nullement de Tor- 
dre dans lequel on écrit les termes du polynôme. 

Dans la question précédente on ne pouvait demander 
quelle était la somme que le banquier avait définitivement 
déboursée, qu'en supposant que le banquier avait dé- 
boursé plus qu'il n'avait reçu \ si le contraire avait eu lieu , 
on aurait eu à se demander quelle était définitivement la 
somme reçue. Cette somme n'eût été autre chose que la 
valeur du polynôme dont les termes positifs auraient eu 
pour valeurs absolues les ' sommes reçues , et dont les 
termes négatifs auraient eu pour valeurs absolues les 
sommes payées. Ce polynôme aurait pu s^obtenir au moyen 
de celui que Ton a été conduit à considérer dans Fautif 
problème , en changeant dans ce dernier polynôme les si- 
gnes de tous ses termes. Si l'un des deux problèmes est pos- 
sible , l'autre ne Test pas -, si l'un des polynômes a une 
valeur, l'autre n'en a pas. Si l'on veut s'exprimer de la 
manière que nous avons fait connaître , on dira : Si l'un 
des polynômes est positif, l'autre est négatif. Ce que nous 
voulons surtout faire remarquer ici , c'est que , si le poly- 
nôme dont la valeur ferait connaître la somme cherchée, 
dans le cas où il serait positif, se trouve être négatif, sa 
valeur est juste égale absolument et de signe contraire 
A celle du polynôme qu'on aurait dû écrire \ d'où résulte 
qu'on aurait pu se borner k considérer l'un de ces deux 
polynômes, et l'on eût connu par le signe de sa valeur et 
par sa valeur absolue, i° quelle était celle des deux ques- 
tions qui était possible; 2^ quel était le résidtat cherché. 
La question qu'où s'était proposée est possible, si le poly- 
nôme qu'elle conduit à considérer est positif, et sa valeur 
fait connaître la somme cherchée. La question qu'on s'é- 
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tait proposée est impossible, et c'est l'autre qui est pos- 
sible, si le polynôme considéré est négatif-, et, en suppri- 
mant le signe de sa valeur, on obtiendra le résultat que 
Ion devait chercher. 

On aurait pu proposer une question plus générale que 
chacune des deux précédentes et qui les aurait comprises 
toutes deu^ : on aurait pu demander, non pas quelle était la 
somme définitivement déboursée ou reçue, mais quelle 
était la variation survenue dans la somme possédée par le 
banquier. Cette variation eut été, pour un ensemble de 
cas particuliers, la valeur d'un certain polynôme, et, pour 
d'autres cas , la valeur du polynôme de signes contraires. 

Quand on résout des problèmes généralement , il arrive 
souvent, comme dans l'exemple ci-dessus, que pour un 
ensemble de cas particuliers on est conduit à considérer 
certains polynômes, et ces polynômes changés de signes 
pour d'autres cas particuliers. On peut alors ne considérer 
qu'une seule espèce de polynômes , et déduire des résul- 
tats des calculs effectués comme ils devraient Têtre si ces 
polynômes étaient positifs , les solutions qui conviennent 
aux cas où ils sont négatifs. Ce qui constitue le calcul al- 
gébrique, c'est non-seulement l'ensemble des règles au 
moyen desquelles on peut trouver un polynôme qui soit 
eu réalité, par rapport à des polynômes positifs, une 
somme, une diflférence, etc. , mais encore l'ensemble des 
règles à l'aide desquelles on peut , au moyen des résultats 
d*opérations eifectuées sur certains polynômes, obtenir 
ceux qui fourniraient d'autres polynômes qui se dédui- 
raient des premiers, soit par le changement des signes 
de tous leurs termes , soit encore par d'autres changements 
dont il sera question bientôt. On conçoit qu'il y aura de 
Futilité à soumettre les polynômes négatifs aux mêmes 
calculs que les polynômes positifs, si, des résultats aux- 
quels on sera conduit, on peut facilement déduire ceux que 
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Von a besoin de connaitre. C'est, comme nous le verrons , 
ce qui a lieu effectivement. 

Avant d^apprendre à effectuer des opérations sur les 
polynômes , il importe de faire connaître quelques pro- 
priétés de leurs valeurs. De la définition que nous avons 
donnée, résulte que la valeur d'un polynôme n'est pas al- 
térée quand on augmente ou qu'on diminue d'un même 
nombre deux termes, dont Fun est positif et l'autre né- 
gatif^ par suite, on peut, sans altérer la valeur d'un poly- 
nôme , supprimer un terme , posî tif ou négatif, pourvu 
qu'on diminue la valeur absolue d'un terme négatif ou 
positif de la valeur absolue du premier. Ainsi les deux 
termes -\- j et — 4 pourront être remplacés par le terme 
-h 3-, les deux termes — 7 et -f- 4 pourraient être rem- 
placés par le terme — 3. 

Plus généralement , tant de termes d'un polynôme qu'on 
voudra peuvent être remplacés par un seul , qui est la dif- 
férence entre la somme des valeurs absolue des termes po- 
sitifs et la somme des valeurs absolues des termes négatifs, . 
cette diflerence étant précédée du signe des termes qui ont 
fourni la plus grande somme. , 

Nous passons actuellement à Texposé des règles à suivre 
pour effectuer les opérations algébriques. On a donné h 
ces opérations les noms d^ addition , soustraction , etc., 
parce que les résultats qu'elles fournissent , lorsque l'on 
ne considère que des polynômes positifs , sont analogues 
à ceux que Ton obtient par les opérations de l'arithmé- 
tique. 

De r addition. 

On appelle somme de plusieurs polynômes positif fs , 
un autre polynôme qui a pour valeur la somme des va- 
leurs des premiers. 

Il est facile de déduire de cette définition la règle 
suivante : 
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Pour obtenir la somme de plusieurs polynômes positifs^ 
il suffit de les écrire les uns à la suite des autres, en con- 
servant à chaque terme son signe. Il faut se rappeler que 
le premier terme d'un polynôme, quand il n'a pas de 
signe, est rangé parmi ceux qui ont le signe +. 

Cette règle on Tétend , soit à Taddition de polynômes 
dont les uns sont positifs et les autres négatifs, soit à Tadr 
dition de polynômes tous négatifs ; c'est-à-dire que l'on 
convient de regarder dan6 tous les cas comme la somme 
de plusieurs polynômes , un autre polynôme déduit de 
ceux-ci selon la règle énoncée. 

U résulte évidemment de cette convention et des remar- 
ques que nous avons faites 3ur la valeur d'un polynôme, 
qu'un polynôme qui est la somme de plusieurs autres, 
parmi lesquels il s'en trouve de négatifs, a pour valeur la 
diilérence entre la somme des valeurs absolues de ceux qui 
sont positifs et la somme des valeurs absolues de ceux qui 
sont négatifs , cette diflérence étant précédée du signe des 
polynômes qui ont fourni la plus grande somme. Si les 
polynômes ajoutés étaient tous négatifs, on trouverait pour 
leur somme un polynôme négatif, dont la valeur absolue 
serait la somme des valeurs absolues des polynômes 
ajoutés. 

De lit soustraction. 

La soustraction a pour but, étant donnés la somme de 
deux polynômes et l'un de ceux-ci , de trouver l'autre. On 
donne au résultat de cette opération le même nom qu^en 
arithmétique. 

On obtiendra un polynôme qui soit la différence de 
deux autres, en écrivant à la suite du polynôme dont 
on veut soustraire, le polynôme à soustraire, après avoir 
changé les signes de tous les termes de ce dernier. U est 
clair, en effet, que, si au résultat ainsi obtenu, on ajoute 
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le polynôme soustrait , on obtiendra le polynôme dont on 
soustrait. On peut remarquer que , soustraire un poly- 
nôme , revient à ajouter le polynôme de signes contraires, 
et, comme Ton sait, les résultats auxquels conduit Faddi- 
tion, cette remarque permettra de dire ceux auxquels 
conduit la soustraction. 

De la multiplication, 

La multiplication a pour but, deux polynômes étant 
donnés , d'en trouver un troisième qui soit le produit des 
deux premiers. On appelle produit de deux polynômes 
positifs un autre polynôme dont la valeur soit le produit 
des valeurs des deux premiers. 

Soit d'abord proposé de trouver le produit d'un binôme 
a -f- i ou a — b par un monôme m\ que m soit entier, 
fractionnaire ou incommensurable , il est facile de voir 
que le produit est am -f- bm dans le premier cas , et 
ani — bm dans le second. 

Soit actuellement proposé de multiplier un polynôme 
positif a — b — c -\- d^ — e par un monôme m ; le produit 
s'obtiendra en multipliant dans ce polynôme chacun des 
nombres rt, ft, c, etc., par m. En eifet, soit P la valeur 
du polynôme proposé : le produit que nous cherchons doit 
être égal à P/// 5 mais si Ton représente par P' la valeur 
de l'ensemble des termes du polynôme P, à l'exception 
d'un seul , — e , de telle façon que P soit égal au binôme 
P ' — e, le produit cherché sera égal à ( P' — e) m=V^m — em . 
De même, si Ton désigne par P^' la valeur de l'ensemble 
des termes de P', à l'exception d'un seul , -4- ^, de façon 
que P' = P" -f- rf, on aura 

P'/7i = P'^m -t- dm , 

«■t, par suite, 

Pm -= V'm -h dm — em. 
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En continuant ainsi , on finira par obtenir la relation 
P/w = am — bm — cm + dm — cm , 

qui est celle à laquelle nous voulions parvenir. 

Nous nous sommes appuyés, dans la démonstration 
précédente , sur ce que le produit du binôme a — b par m. 
et , par suite , le produit du binôme — b ■^- a par m , est 
am — bm , dans le cas où b est plus petit que a. Dès lors, 
pour que celte démonstration ne soit pas en défaut , il est 
nécessaire que les binômes P' — e, P'' -H- rf, etc. , soient 
tous positifs ; mais c^cst ce qui a lieu nécessairement quand 
on suppose, comme nous l'avons fait, que le polynôme 
multiplicande est positif, puisque ces binômes ont tous 
pour valeur celle de ce polynôme. Donc il est toujours 
vrai de dire que le produit d*un polynôme positif 
a — b — c -h d — e par un monôme positif m s'obtient 
en multipliant dans ce polynôme chacun des nombres 
a, &, etc., par m. 

Si Ton remarque qu'on peut , sans altérer la valeur d'un 
produit, changer l'ordre de ses facteurs, on conclura que 
le produit d'un monôme m par un polynôme positif 
a — b — c-hd — e s'obtiendra en multipliant dans le 
polynôme chacun des nombres a , i , etc., pary//. 

Supposons maintenant qu'on ait à multiplier un poly- 
nôme positif a — b — c -h d — e par un polynôme posi- 
tif i?i — n-h p — y. Si P représente la valeur du poly- 
nôme multiplicande, le produit cherché sera égal à 
P (/w — n-h p — g) = IPm — Vn-^Vp — P^ ; mais le 
produit Pm s'obtiendra en multipliant dans le multipli- 
cande les valeurs absolues de ses termes par m. Le produit 
Pfi s'obtiendra d'une manière analogue, et — P// ne sera 
autre chose que la valeur de ce produit changé de signe; 
de sorte que , dans l'expression trouvée plus haut du pro- 
duit cherché , on peut remplacer — Pn par le polynôme 
qu'on obtient en multipliant dans le polvnôme de signes 
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contraires à ceux du multiplicande , les nombres a^h^ etc. ., 
par îu. En continuant ainsi , on arrive à cette règle 
générale : 

Les termes du produit de deux polynômes positifs s'ob- 
tiennent, quant à leurs valeurs absolues, en multipliant 
les valeurs absolues des termes du multiplicande par les 
valeurs absolues des termes du multiplicateur ; quant à 
leurs signes , ce sont les signes des termes du multipli- 
cande ou les signes contraires , selon que le terme du mul- 
tiplicateur, par la valeur absolue duquel on a multiplié , 
a le signe -f- ou le signe — . 

La partie de celte règle relative aux signes des termes 
du produit peut être exprimée autrement 5 on peut dire : 
Selon que la valeur absolue d'un terme du produit est le 
produit des valeurs absolues de deux termes qui ont le 
même signe ou des signes différents , ce terme du produit 
a le signe -+- ou le signe — . On énonce souvent cette 
partie de la règle d'une manière abrégée, comme il suit : 

-h par -h donne -h, 

-h par — donne — , 

— par 4- donne —, 

— par — donne -h. 

De même que nous sommes convenus de regarder 
comme la somme de plusieurs polynômes , parmi lesquels 
il s'en trouve de négatifs , un autre polynôme obtenu au 
moyen des premiers, comme si tous ceux-ci étaient posi- 
tifs , de même nous conviendrons de regarder comme le 
produit de deux polynômes, quand Tun d'eux est négatif 
ou qu'ils le sont tous deux, un troisième polynôme déduit 
des premiers, selon la règle énoncée plus haut. Il faudra 
en outre, de même aussi qu'à propos de l'addition, pour 
que Ton puisse tirer parti de cette nouvelle convention , 
étudier les résultats auxquels elle conduit, dans le but àw 
connaître la relation qui existe entre ces résultats et ceux 
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que Ton obtiendrait si les polynômes négatifs étaient rem» 
placés par ceux de signes contraires. 

L'étude dont nous parlons se borne à peu près à remar«- 
quer que , en acceptant la convention dont il s^agit , un 
produit de deux facteurs change de signe et conserve la 
même valeur absolue, lorsqu^on change les signes de tous 
les termes de l'un de ces facteurs ^ de là on déduit que, si 
l'on change les signes des deux. facteurs, le produit ne 
change pas du tout. On peut énoncer ce résultat autrement 
et dire que le produit de deux facteurs a pour valeur ab- 
solue le produit des valeurs absolues de ces facteurs, et 
qu'il est positif ou négatif, selon que les deux facteurs 
ont le même signe ou des signes différents. 

On déduit facilement de là que le produit de tant de 
facteurs qu^on veut a pour valeur absolue le produit des 
valeurs absolues des facteurs , qu'il est positif s'il n'y a^ 
aucun facteur négatif ou s'il y en a un nombre pair, et 
qu'il est négatif dans le cas où. le nombre des facteurs né- 
gatifs est impair. 

De la division, 

La division a pour but , étant donnés le produit de deux 
polynômes et l'un de ceux-ci , de trouver Tautre. 

La division n'étant que l'opération inverse de la multi- 
plication , la règle des signes pour la division est une con- 
séquence immédiate de celle qui est relative à la multi- 
plication. INous nous dispenserons dès lors d'entrer ici 
dans aucun détail. 



Ce que nous avons dit jusqu'à présent permettra, lors- 
qu'on sera arrivé à un résultat par des opérations effec- 
tuées sur des polynômes négatifs , d'en déduire celui qu'on 
aurait obtenu avec des polynômes de signes contraires. 
Ce sont surtout les remarques faites dans la multiplica- 
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tjon et celles analogues qu'on aurait pu faire dans la divi- 
sion , qui , pour cet usage, ont des applications. Il est très- 
facile de déduire des résultats fournis par ces deux opéra- 
tions effectuées sur des polynômes , parmi lesquels il s'en 
trouve de négatifs , ceux que Ton aurait obtenus avec des 
polynômes tous positifs, car il ne peut y avoir de diffé- 
rence entre les premiers et les seconds résultats que dans 
les signes, nullement dans les valeurs absolues. 

Quand on résout des problèmes généralement, non- 
seulement il arrive, comme nous Tavons dit, qu^on doit 
considérer à la fois des polynômes et les polynômes de 
signes contraires , mais il arrive aussi très-souvent qu'a- 
près avoir considéré certains polynômes , et effectué sur 
eux des transformations telles que des réductions de ter- 
mes semblables, des additions, etc., on doit considérer 
d'autres polynômes qui se déduiraient des premiers par le 
changement de signe d'une ou de plusieurs des lettres qui 
y entrent , et effectuer sur ces nouveaux polynômes les 
mêmes calculs que sur les premiers. Dans ce cas, on peut 
aussi se dispenser de recommencer les calculs *, car il suf- 
fira , pour obtenir les résultats correspondants aux nou- 
veaux polynômes , de changer, dans les résultats fournis 
par les premiers , le signe de la quantité ou des quantités 
qui doivent en être changées pour que les premiers poly- 
nômes deviennent égaux aux seconds. Nous entendons 
par changer une lettre de signe, la lettre a par exemple , 
remplacer partout -h ^ ou « simplement par — « , et in- 
versement, ou, ce qui revient au même, comme il est 
facile de le vérifier, nous entendons remplacer partout (i 
par — II. Cela revient encore à changer les signes de tous 
les termes où a entre à des puissances impaires, et à con- 
server ceux de tous les termes qui ne contiennent pas a , 
ou qui le contiennent à des puissances paires. Il est bon 
de remarquer que, si deux polynômes ne différent que 



par le signe d'une lettre, ils se réduiront à la même 
expression quand on remplacera cette lettre , dans Tun 
par un certain nombre, et dans Tautre par le même 
nombre, précédé du signe — . 

Occupons-nous de la démonstration 'de la proposition 
ci-dessus énoncée. Nous examinerons successivement la 
réduction des termes semblables , l'addition et la soustrac- 
tion, la multiplication et enfin la division. 

1°. Soient P un polynôme renfermant des termes sem- 
blables , P' ce polynôme réduit ; soient Pi ce que devient P 
(qui est supposé renfermer la lettre a) quand on y change 
a en — a 5 F, le polynôme P, réduit : je dis qu*on obtien- 
drait P, en changeant dans P, a en — a. En effet, sup- 
posons qu'il y ait dans P plusieurs termes semblables 
renfermant a k une même puissance paire ; en changeant 
dans P a en — a , on obtiendra le polynôme Pi , où tous 
ces termes se retrouveront identiquement , et ils donne- 
ront , par leur réduction , dans P' et dans P', , deux termes 
identiques; mais celui de ces termes qui se trouve dans P' 
ne changera pas si Ton change a en — a dans ce poly- 
nôme, et il fournira, par conséquent, le terme qui doit 
se trouver dans F, . Il résulte de ce raisonnement que tous 
les termes de P^ qui renferment a à des puissances paires 
seront fournis par ceux de P' quand on y change a en 
— a. Supposons, en second lieu, qu^il y ait dans P des 
termes semblables renfermant tous a à une même puis- 
sance impaire; en changeant dans P a en — ^/, tous ces 
termes changeront de signe, et le terme réduit de P' se 
trouvera, dans P', , changé de signe; mais si Ton change 
dans P' rt en — «, le terme réduit dont il s'agit donnera 
celui qui doit se trouver dans P', . On voit par là que tous 
les termes de P, qui renferment a à des puissances im- 
paires seront fournis par ceux de P' quand on y changera 
a en — a. Donc , en définitive , le polynôme P, n'est autre 
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chose que le polynôme P', quand on a changé dans ce 
dernier a en — a. 

1^, Soient P, Q , R , etc. , dilierents polynômes , S leur 
somme , P', Q', R', etc. , ce que deviennent P, Q , R , etc. , 
quand on y change a en — a, S' la somme des nouveaux 
polynômes \ je dis que S' n'est autre chose que ce que de- 
vient S quand on y change a en — a, La proposition se- 
rait évidente, d'après la règle qu'on suit pour trouver la 
somme de plusieurs polynômes , si dans S et S' ne se trou- 
vait eflectuée aucune réduction; mais il résulte de la dé- 
monstration précédente que, s'il en est ainsi avant la ré- 
duction, il en est encore ainsi après. Donc, etc. 

l.a soustraction revenant à l'addition, nous croyons 
inutile de démontrer la proposition pour le cas où la trans- 
formation opérée serait une soustraction. 

!^°. Soient P et Q deux polynômes, \ leur produit, P' 
et Q' ce que deviennent P et Q quand on y change a on 

— « , A ' le produit des nouveaux polynômes ; je dis que 
V n'est autre chose que ce que devient \ quand on y 
change a en — a. Pour démontrer ce résultat, nous con- 
sidérerons dans chaque facteur deux espèces de termes , 
ceux qui ne renferment pas a ou qui renferment cette 
lettre à des puissances paires , et ceux qui renferment a à 
des puissances impaires. Nous désignerons, pour le poly- 
nôme P, Tensemble des premiers termes par A, et l'en- 
semble des autres par R, de sorte que le premier poly- 
nôme ne sera autre chose que A -h B ; de même , nous 
représenterons le polynôme Q par il -4- D. Il est clair que 
les polynômes P' et Q' seront représentés , Tun par A — B, 
et Tautre par C — D. Dès lors le produit V sera repré- 
senté par A(] 4- BC -h AD -I- BD , et le produit \' par 
AC — B(] — AD -f- BD. f)r, si l'on change dans \ , a en 

— rt, les termes du groupe représenté par AC, ne renfer- 
mant pas la lettre a^ ou la renfermant à des puissances 
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paires , ne changeront pas de signe et donneront le même 
groupe de termes qui se trouve dans V. On peut dire la 
même chose des termes du groupe BD. Les termes du 
groupe AD renferment a à des puissances impaires et 
changent de signe par le changement de a en — a\ ils 
fourniront donc les termes du groupe — AD, qui se 
trouvent dans V. De même, le groupe -h BC de V four- 
nira le groupe — BC de V. Donc V n'est autre chose 
que ce que devient V quand on y change a en — a. 

S'il s'agissait d'un produit de plus de deux facteurs, la 
proposition serait également vraie, et la démonstration 
précédente serait facile à généraliser. 

4". La division n^étant que l'opération inverse de la 
multiplication, il en résulte que la proposition est vraie 
aussi pour un quotient. Toutefois il y a lieu d'examiner le 
cas où la division ne se ferait pas exactement. 

Soient M, N deux polynômes, Q leur quotient, et R le 
reste de division; soient M', N' ce que deviennent M, N 
quand on y change a en — a, Q' et R' le quotient et le 
reste correspondants à ces nouveaux polynômes : je dis 
que Q', R' ne sont autre chose que ce que devieiment 
Q , R quand on y change a en — a. En effet, de la re- 
lation 

M = JNQ -H R 
il résulte 

en désignant par Q'' et R" ce que deviennent Q , R quand 
on y change a en — a ; mais alors Q'' et R'' sont le nou- 
veau €[uotient et le nouveau reste , c'est-à-dire que ces 
polynômes sont les mêmes que Q' et R\ C Q. F. D, 
Une puissance n'étant qu'un produit, on doit regarder 
comme démontré que , si deux polynômes se déduisent 
l'un de l'autre par le changement de signe d'une lettre, il 
en est de même de leurs puissances de même degré; par 
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suite, il en est de même aussi de leurs racines dun 
même degré. 

Les démonstrations précédentes supposent que les nou- 
veaux polynômes se déduisent des primitifs par le chan- 
gement de signe d'une seule des lettres qui y entrent; 
mais les démonstrations correspondantes au cas où plu- 
sieurs lettres seraient changées de signe ne différeraient 
guère de celles que nous avons données , et nous croyons 
inutile de nous y arrêter. 

La proposition qui nous occupe est donc actuellement 
démontrée pour tous les résultats obtenus par des réduc- 
tions de termes semblables , des additions, des soustrac- 
tions, des multiplications , des divisions, des élévations à 
des puissances, des extractions de racines. Elle est très- 
importante à cause de ses applications. Dans les questions 
où l'on aurait dû considérer des polynômes de deux es- 
pèces , on pourra , à l'aide de cette proposition , n'en 
considérer que d'une seule -, ceux-ci représenteront les 
deux espèces : Tune , en y considérant certaines lettres 
comme représentant simplement des quantités; l'autre, 
en y considérant ces mêmes lettres comme représentant 
des quantités précédées du signe — , ou des quantités né- 
gatives. On pourra souvent ainsi réduire plusieurs for- 
mules en une seule , et plusieurs opérations du même 
genre aussi en une seule. On pourra encore réduire le 
nombre des équations à résoudre pour avoir la solution 
complète d'un problème. Imaginons que les solutions 
d'un problème général soient données en partie par une 
équation et en partie par une autre équation qui ne diflé- 
rerait de la première que par le signe de l'inconnue (*) : 



(*) Cela arrive dans un grand nombre de problèmes, en particulier 
dans le problème des courriers, où les solutions sont données, pour un 
«•nsomble de cas particuliers , par une certaine équation , et, pour d'autres 
cas particuliers, par une autre équation qui ne diffère de la première que 
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les solutions négatives de l*UDe de ces questions étant dé- 
barrassées du signe — , satisferont à l'autre , et récipro- 
quement ; de sorte que , si Ton connaît les solutions posi- 
tives et négatives de Tune , il sera inutile de considérer 
1 autre, car on connaîtra les solutions positives des deux. 
Or toutes les transformations que Ton ell'ectuera sur Tune 
des équations^ et qui n'altéreront pas les solutions posi- 
tives , n'altéreront pas non plus les solutions négatives. 
Pour le prouver, considérons les deux équations dont on 
doit chercher les solutions positives, ces équations ne dif- 
férant Tune de l'autre que par le signe de l'inconnue, il 
en sera de même de leurs équivalentes obtenues par des 
transformations analogues ; les solutions négatives de l'une 
des transformées seront toujours, après la suppression du 
signe — , les solutions positives de la transformée cor- 
respondante, et , par conséquent, les transformations qui 
n'altèrent pas les solutions positives d'une équation n'al- 
tèrent pas non plus les solutions négatives. De là on con- 
clut que, si l'on parvient, par ces transformations, à 
trouver une formule qui donne la valeur de l'inconnue, 
cette formule fera aussi bien connaître les valeurs néga- 
tives que les valeurs positives de cette inconnue. Ceci sera 
facilement compris quand on aura résolu quelques équa- 
tions, car alors on connaîtra quelles sont les transfor- 
mations dont il est question. 

Pour avoir un énoncé abrégé de la proposition précé- 
dente , et en même temps plus approprié aux usages que 
Ton fait des quantités négatives , nous dirons : 

Si certaines lettres doivent être regardées comme néga- 



par le signe de l'inconnue. Cela arrive aussi dans le problème suivant : 
Tromper sur une droite les points tels que leurs dislances à deux points de 
cette droite soient, l'une mojennc proportionnel le entre l'autre et la dis- 
tance de ces derniers. 
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tives dans certains polynômes , il en est de même dans 
les résultats obtenus avec ces polynômes. 

Remarque, Avec cette extension que nous donnons 
à la notation algébrique, et qui consiste à faire repré- 
senter à une lettre aussi bien une quantité négative qu'une 
quantité positive, un terme qui a le signe -H ne représente 
pas (oujours une quantité positive, et un terme qui a le 
signe — n'est pas toujours un terme négatif. Un terme 
sera dit positif ou négatif, selon qu'il se réduira à un 
nombre positif ou négatif, après avoir remplacé les lettres 
qui y entrent par les valeurs particulières, positives ou 
négatives, qu'on leur attribue. Du reste, tous les énoncés 
que nous avons donnés précédemment subsistent, en en- 
tendant ainsi les expressio*ns de terme positif , terme 
négatif ( voir tome III , pages 3 1 8-32 1 ) . 



QUESTIONS. 



199. Expliquer clairement ce qu'il faut entendre par 
tétraèdres sèmblahlement situés, dans la théorie des po- 
lyèdres semblables. 

200. Si un point P se meut dans un plan de manière à 
ce que la somme des carrés des tangentes PAi, PAi , 
PAs , . . . , PA„ (» ^ 1 ) , menées de ce point à une courbe algé- 
brique de degré n , située dans ce plan , soit constante , la 
normale en P, au lieu géométrique de P, passe par le 
centre de moyenne distance des centres de courbure de 
la courbe, correspondants aux points de contact A,, 

201 . Soient P, P' deux points appartenant respective- 
ment à deux ellipses homofocales , tels que les tan- 
gentes qu'on mène à ces courbes, à P cl P', se coupent » 
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angles droits ^ en désignant par I le point de leur inter- 
section , et par C le centre commun des ellipses , la droite 
CI divisera en parties égales les distances P,P'. (Strebor.) 

S02. Etant donnés un point et une droite : Soient 
deux paraboles ayant toutes deux pour tangente la droite 
donnée et le point donné pour foyer commun , en suppo- 
sant qu'elles se coupent toujours sous le même angle j leur 
point d'intersection décrira un cercle. (Strebor.) 

203. Dans un pentagone , si Ton considère comme 
sommets d'un pentagone : i^ les points milieux des cinq 
diagonales •, a*^ les centres de gravité des cinq triangles 
formés par deux diagonales et un côté , on obtient deux 
pentagones semblables et inversement placés. 

(A. Watejlet.) 

SOLISTION DE LA QUESTION 191 

(t. vu, p. 868); 

Par m. h. ÉMERY, 

Élève du lycée de Versailles. 



Trouver la n'"^ dérivée de jc" (x — i)", et démontrer 
que cette dérivée , égalée à zéro , a n racines réelles com- 
prises entre o et i . 

I. L'équation j(f*{x — i)" = o, ayant toutes ses racines 
réelles, savoir : n racines égales à zéro et n égales à l'unité, 
il suit du théorème de RoUe que toutes les racines des 
dérivées sont aussi réelles et comprises entre o et i ; mais 
la «''"'dérivée est la première qui n'ait aucune racine , soit 
nulle, soit égale à Funité. 

Recherche de la rlérwée. 

II. — Prefnière méthode. On a , par le développement 
binomial , 

où les crochets indiquent un produit conlinuel. 
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Prenant la dérivée /i'""' de chaque terme, on a pour 
la dérivée »'*'"'' cherchée : 

rfr" ^ ■■ [n— i] [« — '] 



[2/1 2] . / V r -. 

l2][/I— 2] [/ï — 2] 

m. — Lemme. F et y étant des fonctions dcr, on 
obtient la n***"* dérivée du produit F(f en faisant le déve- 
loppement binomial de (F-hç)", mais en prenant les 
exposants comme des indices de dérivation, et écrivant 
pour premier terme 9F ^"^ et pour dernier terme F(p ^"^ 

Démonstration, On a, pour 

Première déiivée , yF' + F(p' ; 
Deuxième dérivée , ? F" -h aF'y' -+- ¥ff" ; 
Troisième dérivée , <p F'" -f- 3 ep' F" -h 3 <p'' F' -+- Fy '^ ; 

et, par induction, la dérivée d'indice p sera 



1 . 2 



Prenant la dérivée de ce développement , on obtient 
une même loi de formation pour la dérivée suivante d'in- 
dice p -h i ] donc cette loi est générale. 

lY. — Deuxième méthode. Faisons (j)=:J!:», F={x — i)"; 
on aura, en appliquant le lemme et divisant le résultat 
égalé à zéro par [w] , 

r -1 r 1 . r^ • n — il'. V 

[x— i]'»-h/î'j:[j7-- I ]"-'-4- j:»(j:— i)"-' 

-^L . .a.3 J-^(^-0-'+- + ^ = o. 

Cette équation n'a évidemment aucune racine néga- 
tive^ car prenant x négatif, tous les termes sont positifs , 
n étant pair^ et tous les termes sont négatifs , n étant im- 
pair^ et X ne peut surpasser l'unité : donc , comme on l'a 
vu à priori , toutes les racines sont comprises entre o et 1 . 
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THÉORÈME SUR LES CARRÉS DES COTÉS D UN TRIANGLE 

RECTILIGNE C"). 



I. Lemme. Soient A , B, C les trois sommets, et a, i, c 
les trois côtés respectivement opposés, et S Taire du 
triangle Â6C ; on a la relation 

4 s (cet A -H cet B -4- cot C) = fl- H- ft^ -t- C. 

Démonstration, On a a' = è*-[-c' — 4S cot A , et 
encore deux équations analogues; ajoutant les trois équa- 
tiens membre à niembre, on obtient la relation indiquée. 

n. Théorème, Sur chaque côté du triangle ABC on 
construit extérieurement un carré. Soient A', B', C les 
centres des carrés construits sur BC, AC, AB; on aura 

aire A'B'C , , , 

— ; -—-- =1+7 (cot A -h cet B -h cot C). 

aire ABC 

Démonstration, Conservons la même notation que 
dans le lemme. L'aire de l'hexagone AC'BA'CB' est 

évidemment ^ [a^ -f- i* -f- c') -h S : on a AC = -=: 

AB'= -7=; C'AB' = lî' -h A : donc Taire du triangle 

bc S 

C'AB' est égale à y- cos A = - cot A \ de même, 

aire B'CA' m - cot C ; A'BC = - cot B ; 

donc 

aireA'B'C' = T(«' + ^'-Hc')H-S — iS(cotA-f-cotB-hcotC), 



' Programme de Tiiniversitr de Dublin, 18^8. 
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et, d'après le lemme, 

aire A'B'C = S [i + | (cot A -h cot B -4- col C,]. 

C. Q. F. D. 

m. Si Ton construit extérieurement un carré sur 
chaque côté d'un triangle rectangle , l'aire du triangle 
qui a pour sommets les centres des trois carrés est égale 
au carré formé sur la demi-somme des côtés de l'angle 
droit. 

C'est une conséquence immédiate du théorème pré- 
cédent. 



QUESTION D'EXAMEN SUR LES FRACTIONS CONTINUES C)- 



I. Soient fii^ a^^ a^^^ a^ quatre nombres positifs entiers 
rangés par ordre ascendant^ ou a les relations d'inégalités 
suivantes : 

2**. «8^* — Oi^j^i. En eifet , soit 0^== a^-h rn ^ 

«4 = a, -h- 71, «8^* — ^i^î 
== ma^ H- n^i -h fnn > i . 

4°. a^ai, — «1^8 ^-i, comme pour 2°. 
IL Supposons qu'on a la relation 
(i) a,a^ — a3C73= I. 

Posons l'équation indéterminée at,j — a%x^=^ 15 les 
plus petites valeurs positives entières de y et de x sont 
a^ et ât : s'il existait des valeurs a et j3 plus petites , on 
aurait donc 

^4 a — flj P = I ; donc ^4 (a — a,) = 03 (p — a^ ; 

ce qui est évidemment impossible. 

[*) M. Serrcl examinateur. 



(49 ) 

L'équalioli a^x — a,,j =^ i est satisfaite, en posant 
X = a^ — as , jr = aj — a, . On démontre de même que 
ces valeurs positives sont les plus petites qu'on puisse 
avoir. 

Observation. Ces résultats s^énoncent brièvement de 

cette manière : I a congruence a^y — i=:fl3a pour ra- 

cine unique a^ , et la congruence a^ x — i = a^ a. pour 
racine a^ ; le point leibuitzien placé au-dessus d'un nom- 
bre indique un multiple quelconque de ce nombre. 

m. Soient -? - deux réduites consécutives d'une frac- 
s u 

tion continue , et soit p le dernier dénominateur corres- 
pondant à la réduite — Si p est remplacé par p — i , on a 

pour réduite ; car le quotient entier de - est^ : donc 

le quotient entier de est p — i •, de même pour les 

dénominateurs. 

IV. Conservant la relation (i), réduisons ~ en frac- 

tion continue. Soit - ravanl-demière réduite: il y a deux 

cas : 1° - ^ - • ou bien /«^ — sa^ = i . Donc /• et 5 satis- 

font à l'équation a,, y — a, x = i ; mais /• <^ a, , s<C^ai,\ 
'donc, d'après II, on fi 



y-'-{i ::<" 



r:=: as et jr = a,. 



Ainsi ravant-dernière réduite est — -, a*^ - <<^i ou bien 

sa^ — rat, = i - r et 5 satisfont à l'équation a^ x — a^y = i , 
donc, d'après H, r=fl4 — a», ^'=«8 — «i • l'avanl-dei^ 

nière réduite est donc ^ ' » Si Ton diminue d'une unité 

Ann. de Mathémal., t. VlU. ( Fcvïier 1849.) 4 
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le dernier dénominateur de la fraction continue, la va- 
leur de cette fraction devient égale (III) à ~ • 

V. On parvient à des conclusions analogues , si l'on a 
la relation a^ a^ — Aj a^ = i , ou bien encore si Ton ré- 
duit en fraction continue — • 

«4 



RECHERCHE 

Du Donbrc des rbiiïres qie fonrait à la période ne fractioB ordiniire rédiile 

en fraction décinale ] 

Par m. J. SORNIN, 

Professeur de mathématiques au lycée de Reims. 



On sait déterminer, en général, le nombre des cbiOVes 
que donne une fraction ordinaire réduite en décimales , 
quand le quotient a un nombre fini de chiffres ^ on sait 
également déterminer le nombre des chiffres qui précè- 
dent la période, quand le quotient est périodique mixte : 
nous nous proposons ici de déterminer le nombre des 
chiffres de la période, quand la fraction ne se convertit 
pas exactement en décimales. 

Remarquons d'abord que, lorsqu'une fraction ordi- 
naire donnera lieu à un quotient périodique mixte, on 
pourra facilement déduire de cette fraction celle qui don- 
nerait lieu à la partie périodique simple 5 il suffira pour 
cela de multiplier la fraction proposée par une puissance 
de 10 égale à la plus haute puissance de a ou de 5 qui 
entre dans le dénominateur. 

Nous n'avons donc à nous occuper que des fractions 
qui donnent lieu à un quotient périodique simple , c'est-à- 
dire dont le dénominateur ne contient aucun des fac- 
teurs 2 ou 5. 
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Le dénominateur des fractions que nous considérons 
ne pouvant être terminé ni par un chiffre pair, ni par 
un 5 , sera de Tune des formes 

io/--+-f, lo^- -h 3, ipX-4-7, loX- -h 9. 

D'ailleurs la forme io/c-f-9 est la même que 10k — i ; 
et la forme loft-f- 7 est la même que lok — 3. 

On peut donc dire que le dénominateur sera de Time 
ou de l'autre des formes 

10/ di 1 , 10/ di 3. 

Soit, en général, - la fraction irréductible que Ton 

veut convertir en décimales, en désignant par abcd,., 
la période , m le nombre de ses chiffres : on aura 

C ahcri... ^, ^ , ^ C(io"— i) 

- = , doù abcd,., = — i — — ' i 

D 10"— I D ' 

ce qui montre que D doit diviser 10'" — i , quel que soit C , 
et le nombre des chiffi*es de la période sera la plus petite 
valeur de m qui rendra 10" — i divisible par D. 

On conclut d'abord de là ce théorème, que le nombre 
des chères de la période d'une fraction irréductible est 
le même, quel que soit son numérateur. 

Nous considérons donc seulement ici la fraction - • 

Nous examinerons successivement les différentes formes 
sous lesquelles D peut se présenter. 
1. D = loA^ -h I. 

10* — I 
Soit J? = — 7-— 

10^ + I 

Posons X = 10^ — ij il viendra 

lo" — 1 = [xoy — i) (loX -h i). 

4- 
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Réduisant, on en tire 

X - 



lO""' 



Faisons de nouveau j:=: lo z -h k-^ on aura 

lo*^' + X=:(i02-f- A) (loA^-h i); 
d'où 

Z =. r 

loX- -h I 

Soit encore z= lou — A*, et un calcul semblable 
donnera 



tt = 



loA" -H I 



On posera u = lo f -f- A', et ainsi de suite. 

Comme il est facile de suivre la loi des valeurs de 
j^ z, etc. , on en conclura que l'on arrivera nécessaire- 
ment à Tégalité 

ç =^ . :=: — . SI m est impair ; 

lO A- -h I lOA- -4- 1 



ou a 



si m est pair. 



loA- -f- 1 10^ 4- I 

Si ^' est entier, en remontant de proche en proche on 
verra aisément que x sera entier. Or je dis que la réci- 
proque est également vraie. En eflet , si x est entier, ou 
bien jr sera entier, ou bien il ne contiendra en dénomi- 
nateur que ^ ou 5 ^ c'est ce qui résulte de Tégalité 
X = loy — I. 

En raisonnant de même sur Tégalité suivante, on verra 
que si y n'était pas entier, z contiendrait au dénomina- 
teur les facteurs 2 ou 5 , et ne pourrait d'ailleurs contenir 
que ces facteurs. En continuant ce raisonnement , on arri- 
verait à conclure que i* contiendrait en dénominateur les 
seuls facteurs 2 ou 5 ; mais i^^ d'après la valeur à laquelle 



(53) 
on est parvenu , ne peut contenir en dénominateur ni 2 
ni 5 : donc y, z, ..., v» sont entiers. Ainsi toute valeur 
de m qui rend x entier rend aussi ^ entier, et réci- 
proquement. Donc la plus petite valeur de m qui rendra 
f entier sera le nombre des chifTres de la période. 

En prenant A* — 1 au lieu de i — A"», qui est négatif, 
on est conduit à la règle suivante : 

« Former les différentes puissances des dizaines du dé^ 
nominateur, augmenter de 1 les puissances impaires , di- 
n&inuerde i les puissances paires ; et le premier résultat, 
qui est divisible par le dénominateur donné, correspond 
à une puissance égale au nombre de chiffres de la pé- 
riode. >i 

Exemples. 

I*. D = 1 1 , X- = I. 

Les puissances impaires de i , augmentées de 1 , don- 
nent 2 qui n'est pas divisible par 11; il ne peut donc y 
avoir qu'un nombre pair de chiffres à la période. D'ailleurs 
la deuxiènie puissance , c'est-à-dire la première puissance 
paire, diminuée de i , donne zéro, nombre divisible par 1 1 ; 
donc il il y a deux chiffres à la période. 

2?. D = 21 , / =r 2. 

On formera le tableau suivant : 

Puissances de 2 : 2, 4* ^t >^9 32, 64, 128... 

— impaires +1 : 3, 9, 33, 129, 

— paires — 1 : 3 , 1 5 , 63 . 

Le premier nombre divisible par 21 est 63 , qui corres- 
pond à la sixième puissance de 2 ; il y aura donc six chif- 
fres à la période. 
3®. D = 1 1 1 , X^ = 1 1 . 



Puissances de 11 : 


: II, 121, 


i33i . . . 


— impaires -h i : 


: 12, 


i333. 


— paires — 1 : 


122. 


1 • « 
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i332 étant le premier nombre divisible par iii, on 
conclut que la période a troîs chiffres. 

n. D=r loX* — I. 



I O* - X 

X étant le quotient — ? posons a:=ioj^-|-i ; d'où 

^ ,o«-» — ^ 

Puis y -= loz-h/i, ce qui donne 



10/ — - I 



> etc. 



La loi étant facile à suivre , on arrivera , que m soit pair 
pair ou impair, à Tégalité 

I — X" 
I o /• — I 

et Ton montrera, comme dans le premier paragraphe « 
que la plus petite valeur de m qui rendra v entier dé- 
terniinera le nombre des chiffres de la période. 

En prenant fr" — i au lieu de i — fr", on a donc la 
règle suivante : 

(( Former les puissances de A^ la première qui, dimi- 
nuée de I, donne un résultat divisible par le dénomi- 
nateur donné, fait connaître le nombre des chiffres de la 
période. » 

Exemples. 

v\ I^ =9» ^=1. 

Comme la première puissance de i , diminuée de i , 
donne zéro, on conclut qu'il n'y aura qu'un chiffre 
périodique. 

2*». D = 39, k = 4- 

Puissances de 4 > 4* '6* 64' ^^^9 1024» 4^9^- *• • 
— dimin. de i : 3, i5, 63, 255, i023, 4<>95--» 
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4095 étant le premier de ces nombres divisible par Sy, 
et 4^95 correspondant à la sixième puissance de 4 9 on 
conclut que la période a six chiffres. 

m. D=ioX±3. 

En multipliant D par 3 , il devient de la forme loX d= i . 

Considérons, au lieu de la fraction - ' '* fraction ry ; 

on pourra déterminer le nombre des chiflres de la pé- 
riode fournie par cette dernière. Or nous allons faire voir 
qu'en multipliant une fraction par un nombre entier, le 
prodtiit étant encore une fraction , on ne peut que dimi- 
nuer le nombre des chiflre$ de la période sans pouvoir 

l'augmenter; d'où nous conclurons que la fraction - , qui 
est égale à ^ X 3 , ne peut avoir plus de chiffres pério- 
diques que •^. On aura donc ainsi une limite maximum 
du nombre cherché. Pour prouver le théorème énoncé, 
considérons la fraction j- qui a m chiffres à la période ; 
p élSLUi cette période , on aura 



d'où 



a 


■ 


P 
10* 


+ 


P 
10'" 


ru 
h 


"7"" 


rp 
lO*" 


H- 


^P 

lO»*" 



lO*" — I 



+ ...= ^^ 



10* — I 



ni 



ra étant < 6, rp est <] 10'"; ce qui montre que -j y 

quel que soit le nombre entier r, peut être converti 
en fraction périodique de ni chiffres , ce qui est le théo- 
rème qu'il fallait démontrer. Ce théorème était d'ailleurs 
prouve avec une plus grande extension dans le cas où r est 
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c 

premier avec b , car nous avons vu que =- avait le même 

nombre de chiffres périodiques que =.. On le restreint 

ici ', car dans le cas qui nous occupe , r a , au contraire , 
un facteur commun avec D , et nous n^avons ainsi qu^une 
limite maximum. 

On peut cependant chercher si -7- aura moins de chif- 
fres que T par la méthode suivante r 

Supposons que la période de t puisse se décomposer 

en plusieurs autres quand on la multiplie par r^ la nou- 
velle période ayant m' chiffres , m' sera un diviseur de m, 
et l'on aura 

rp p' 
= — ■=- ip' étant cette nouvelle période) , 

r;>(io*^~-i) 

^ 10" — I 

Il faut donc déterminer la plus petite valeur de mf qui 
rend p^ entier -, ce qui sera facile quand ^ et m seront 

connus par la réduction de j en décimales. 

Exemples , 

I^ D = 3, 30 = 9. 

Il ne peut pas y avoir plus d'un chiffre à la période; 
il y en aura donc un. 

2». D=ri3, 3D = 39. 

Il ne peut pas y avoir plus de six chiffres à la pé- 
riode. Pour chercher s'il peut y en avoir moins, pre- 

nons ^ = o,o2564i02564i . . . j et appliquons la mé- 
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thode précédente; on aura 

/? = 2564i , m =16 y r=3. 

3 2^62! 1(1 o"" —— I ) . 
n faut donc que — ^ ^—^ soit entier, ou, en 

^ 999999 
simpiinant, que ^ — 5 soit entier. 

37037 =7 . II . 1 3 . 37, et 2839 ^l'cst divisible par aucun 
de ces nombres; il faut donc que lo"' — i le soit. Posons 
lo*' — I = 37037. Q. 

Le premier membre étant terminé par un 9 , Q doit 
être terminé par un 7 ; on posera donc Q = 10 Q' — 3 , 
et il vient 

10*' — 1 = 370370 Q' — 1 1 1 II I ; 
d'où 

io"'~'-h mil 

37037 

Q' ne peut être égal ni à o, ni à i, ni à 2 ; car 37037. Q' 
doit être terminé par un i . La plus simple valeur de Q' 
sera donc Q' = 3. On a alors , si cette valeur convient, 

lo'"'""*-^- mil 

"~ 37037 ' 
d'où Ton déduit 

io*'~' = 100000, m' — 1 = 5, /// = 6. 
Il n'y a donc pas moins de six chi lires à la période. 
3*. I> = 7> 3D = 2i. 

La période ne peut pas avoir plus de six chiflres ; on 
verrait, par un calcul semblable au précédent, qu'elle 
en a, en effet, six. 

4«. D = 37 , 3 D =r m . 

La période ne peut pas avoir plus de trois chiffres , 
çt l'on verrait, en effet, qu'elle en a trois. 
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PRlNGiPB FONDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRIE SPDERIdllE; 

C. IV. 

Par M. C. Foucaut(*), 
Élève de rinstitution Barbet. 



Démonstration, Soit ABC le triangle sphéri que douué 
[voyez PL /). On connaît les trois côtés et Tangle A op- 
posé à Tun d^eux. Joignons les trois sommets au centre de 
la sphère et entre eux deux à deux. Menons par le point A 
un plan perpendiculaire à Tarète OA; Tangle rectîlignc 
APQ formé par rinlerscclîon de ce plan avec les faces 
AOE, AOB sera égal à A. Cela posé, projetons sur ce 
plan le triangle plan ABC, et soit APQ la projection de- 
mandée; nous aurons 

(i) Pq' = Aq' -f- Ap' = 2 AP . AQ ces A. 

Mais évidemment 

AQ = sin b et AP = sin r, 

BC = 2sin - a. 

2 

En projetant QC et PB sur OA, on voit de suite que 
QC=i— cosA, etPB=i— cosc; QC— PB=cosc— cosA. 
QC et PB auront toujours des valeurs de cette forme , que 
les angles & et c soient aigus ou obtus. Le trapèze birec- 
tangle PQBC donne 

BQ^ = 4 sin* -a — (cos r — ces by. 

En remplaçant les lignes PQ, AQ, AP par leurs valeurs 
dans (i), il vient, en observant que 4 sin* ~fl =2(1 — cos a), 

cos a = cos b cos c -(- sin 6 sin c cos A. 

C. Q. r. T. 



(*) Voir tome I , page '.VS, 



\ 
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NOTE SUR LES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ ; 

Pa» m. J.-N. LEBON (*). 



On démontre habituellement dans les cours ce théorème : 

I . Toutes les méthodes d'élimination appliquées à deux 
équations du premier degré à deux inconnues, conduisent 
au même résultat. Et cela, en démontrant cet autre 
théorème: 

n. Deux équations du premier degré à deux inconnues 
ri admettent qu\n seul système de solutions. 

On peut néanmoins démontrer directement le premier, 
et en déduire, si Ton veut, le second. Voici comment: 

Théorème I. La méthode des coefficients indéterminés 
comprend toutes les autres comme cas particuliers. 

En effet , le système 

« JT -f- bjr =^ c 
a!x -H h* y = c' 

peut être remplacé par le système équivalent 

max -f- mhy •=. mc^ 
na!x -4- nb* y = nd . 

Mais si dans ces deux dernières équations, nous posons 

« = I , m = — 9 nous aurons pour système équivalent au 

premier, • 

aorH or=: — c OU a x=z — c or', 

a a a a 

a!x -i- Wy = c' , 
à la seconde ajoutant en croix la première , et la combinant 



( ' ) Moiii aiàu^ruinmatique. 
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avec la seconde, nous avons 

a'x -+- b'y = d , 

c'est-à-dire le système qu^on obtient immédiatement par 
la méthode de substitution. 

Posons m = -9 n = --; nous aurons 

/ \ [ b c 

1 a a 

et, en retranchant Tune de Tautre, 

b b' c d c'-^bW c — by 

a'' a! a a! a a 

équation qui, jointe à Téquation (2) multipliée par a^ 
donne le système qu'on obtient immédiatement par voie 
de comparaison* 

Enfin , posons n=zb, m = b'\ il vient 

• b'ax -{- b'by = ^'c, 
ba'x -{' bby = c^b'y 

d'où Fou tire 

{ab'— ba*)x^cb'^ bc'. 

En posant « = a et m = a', on serait arrivé à 

équation qui, avec la précédente, donne le système 
qu'on obtient immédiatement par la méthode d'addition 
et de soustraction. Donc, etc. C. Q. F. D. 

Théorème II. Deux équations du premier degré à deux 
inconnues ne peuvent être satisfaites que par un seul 
système de solutions. 
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OliBSTION SI 

(t. I, p. 894J. 

TmTer réi^utioa d'vie sirface algébrique sur laquelle oi le poisse tracer 

qtt'ttie sevie et oiiqoe droite ; 

Par m. breton (de Champ), 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 



L'équation du troisième degré 

on p et {f sont des quantités réelles différentes de zéro, 
satisfait à la condition énoncée. Car, d'abord, on voit que 
Taxe des x appartient à la surface, puisque Féquation 
devient identique en faisant^ = o^ z = o , sans qu'il soit 
besoin de particulariser x. Supposons maintenant qu'une 
autre droite , ayant pour équations 

jr = bx -^^ Py is = car -h 7 , 

appartienne, s^il est possible, à la même surface. Par la 
substitution de ces valeurs de ^ et de z , Téquation ci- 
dessus devra être rendue identique, x demeurant indé- 
terminé, et, par suite, les coefficients des diverses puis- 
sances de cette variable seront nids. On trouve ainsi les 
quatre relations 

^' -+- c' H- 27'7 = o, 
bp-h cy — /?'c' = o, 
P^ -h y' — 2/>'7 =: o, 

2r^' = O. 

La dernière donne c = o, et, par suite, la seconde se ré- 
duit à Aj3 = o en faisant b = 0] on tire de la première et 
de la troisième jS = o et y = o , c'est-à-dire le système des 
données qui particularisent l'axe des x. Si Ton fait j3 = o 
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il vient, par la troisième relation, y [y — ap*) = o. L'hy- 
pothèse 7=0 donne encore Taxe des x. Il ne reste donc 
plus qu'à faire y = 2p*, d'où A* -f-4^'^* = o, équation 
qui n'a pas de racines réelles. Il n'y a donc aucune autre 
droite que Taxe des x, qui puisse être tracée sur la 
surface. {La fin prochainement. ) 



LKNMBS 

Sur les cercles iBScrits à m triangle , el solitioa algébriqie di problèae 

de Nairatti ; 

Par m. C. ADAMS, 

Professeur à l'École industrielle de Winterthûr (Suisse] [*]. 



I. Il est d'usage, dans les pays germaniques, que les 
programmes annuels contiennent toujours quelques Mé- 
moires scientifiques, dus aux professeurs de l'établisse- 
ment. C'est ainsi que le programme de TEcole industrielle 
de Winterthûr pour l'année 1848 renferme : i^ le pro- 
blème de M alfatti , résolu algébriquement par M. C . Adams ; 
2^ Rapport sur les études de 1847 à 1848. On voit , par ce 
Rapport, qu'on enseigne dans cet Institut industriel ^ les 
principaux théorèmes concernant les transversales, etc., 
tandis que dans nos institutions universitaires, dans nos 
collèges , ces mêmes théories , fondement de la géométrie 
moderne, sont enseignées quelquefois, mais comme œuvres 
surérogatoires non exigibles dans les examens, et, par 
conséquent^ non apprises des élèves. Aussi, les décou- 
vertes géométriques de nos Poncelet, de nos Chasles, sont 
moins répandues en France qu'à l'étranger. Ceci soit dit 
eu passant ^ quant à la solution de M. Adams, c'est la plus 



( ' ) Progratnm der Ge^verbschule in Winterthûr fiïr das Schuljabr 184H;. 
in^'i" do qG pages, i planche. Winterthûr, i8/|5. 
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complète que je sache, du célèbre problème. Publiée déjà 
en 1846, l'édition actuelle est plus générale et embrasse 
tous les cas. Le travail est précédé de douze lemmcs, que 
nous nous bornerons à énoncer. La plupart sont connus et 
déjà consignés dans ce journal. Faisant usage de ce lemme, 
nous donnerons la solution plus tard. 
IL Notation. ABCletriangle^ AB = C5 BC = a5 CA = b] 
s=^ j périmètre ^ Si=s — « ; 5j = 5 — b\ s^r=s — c^ 
a^^^y, distances du centre du cercle inscrit aux sommets 

A 5 B, C; r, rayon du cercle inscrit; 
S, centre du cercle inscrit ; Si , Ss , Sa, centres des cercles 
ex-inscrits 5 O, point d'intersection des trois hauteurs-, 
r, , r, , Ts, rayons des cercles ex -inscrits Si , Sj , Ss 5 
^1 ? ^1 9 ^3 ) quantités analogues à ^i , ^t , 53 , mais par rap- 
port au triangle SiSfSs^ 
^1 9 pt 9 |^S9 rayons des cercles ex-inscrits au triangle Si Sz S^ *, 

et p rayon du cercle inscrit ] 
R , rayon du cercle circonscrit au triangle ABC; 
R, , rayon du cercle inscrit au triangle formé avec les 
trois hauteurs du triangle ABC. 

III . Lemme. i . ri\ = 5, 5, ; rr^ = ^^ 5, ; rr, = ^i St \ 

3 . bcsi = a^s ] acs^ = j3*5 ; abs^ = y '5 ; 

4. jSy^, =aar'^ ays^ =:bpr] a^s^ =cyr] 

5. «•5,53= Jcr* ; /5'5iJ3=ac/* ; y^s^s^^ahv^ ; 

6. ab — {y — a)(y—Ç,) = ipp^, 
/ic— (/3— a)(i3— 7) =2rp,, 
ic— (a — P)(a — 7) = ir,p\ 

7. (a-+-/5) (a -f-y) — bc=2pr: 

8. AO-f-aR = /•,-!- /'a; 

9. 2RRi=:..:— (aR— ri)'; 

10. 2RRi=5» — (aR+r)': 

11. aSi -h bSf 4- ÛV3 rr= bs : 

12. «* (/'i — /•) = 4ï^''*- 
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PROPRIÉTÉS DB L ELLIPSE ET DB L HYPERBOLE ; 



Par m. de FISTORIS, 

Capitaine d'artillerie. 



Ces propriétés sont connues depuis longtemps et re- 
montent même au siècle d'Apollonius. L^enscmble est 
instructif, et nous les énonçons , non pour en obtenir la 
trop facile démonstration, mais comme utiles sujets 
d^exercice. Plusieurs sont déjà démontrées dans les Nou- 
velles Annales, 

i^. Le produit des distances des deux foyers à une tan- 
gente quelconque est une quantité constante. 

2**. Le produit des distances d'un même foyer à deux 
tangentes parallèles est constant. 

3°. Le produit des rayons vecteurs aboutissant à un 
point quelconque de la courbe est égal au carré du demi- 
diamètre conjugué à celui qui passe par le point quel- 
conque, 

4^. Le produit d un diamètre, par sa distance à la tan- 
gente parallèle , est constant. 

5*^. La somme inverse des carrés des distances du centre 
à deux tangentes conjuguées est constante. 

6°. Le carré de la distance du centre à une tangente 
quelconque est égal k la somme des produits des distances 
des extrémités des axes principaux à cette même tangente. 

7°. Le produit des segments d'une tangente quelconque, 
compris entre le point de contact et les tangentes aux 
extrémités du grand axe, est égal au carré du demi* 
diamètre parallèle k la tangente quelconque. 

8**. Si par deux points conjugués de l'ellipse, on mène 
des tangentes , la somme des produits des segments compris 
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cMitre les points de contact et les tangentes aux extrémîtéi> 
du grand axe est constante. 

9^. La somme des produits des distances des foyers à 
<leux normales conjuguées est constante. 



NOTE SDR m THÉORÈME ÉNONCÉ 

(t. vu, p. 384), 

Par m. de PISTORIS, 

Capitaine d'artillerie. 



Ce théorème me paraît faux. Il est, en effet , contradic- 
toire avec le théorème de M. Joachimsthal (t. VI . p. i^g)^ 
démontré par M. de Perrodil (t. VI, p, 367); d'ailleurs, 
le centre de Tellipse satisfait à la condition ap = bq^ et 
ies quatre sommets, pieds des normales, ne sont pas 
cependant sur une môme circonférence. 



SUR UNI INSCRIPTION CRBCQUE^ 

Par m. A.-J.-H, V. 



Que nul neutre ici s'il n'est géomètre : XyzvftirptiToç 

Telle est l'inscription que Ton dit avoir été placée par 
Platon sur le fronton de l'Académie. Du reste, il est très- 
difficile de dire sur quelle autorité cette tradition s'est 
établie : car aucun écrivain véritablement ancien ne men- 
tionne Tinscription, connue seulement d'après le rapport 
de quelques auteurs byzantins. Le moins récent d^ entre 
eux est Michel Psellus, célèbre philosophe, qui naquit 
en Tan luao. Cet écrivain cite l'inscription de Platon 
dans une Lettre adressée à l'un des empereurs qui ont 

Ann. de Uathémat. , t. VIII. (Février 18^9.) 5 
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porté le nom d'Aiidronic, lequel doit être Michel Au- 
dronic , promu à l'empire en 1067. L'empereur avait 
demandé à Psellus de lui exposer le but de la géométrie. 
C'est dans la réponse, éditée pour la première fois par 
M. Boissouade, à la suite d'un autre écrit de Psellus sur 
la puissance des démons, que cet écrivain mentionne 
l'inscription de l'Académie. 

Les notes dont notre illustre philologue a enrichi son 
édition, nous fournissent en outre l'indication des autres 
auteurs qui ont rapporté la même inscription. 

Ainsi , Jean Tzetzès , postérieur d^un siècle à Psellus , 
la reproduit dans ses Histoires (chiliade Ylll, h. 249), en 
y changeant setdement Tordre des mots , MtiS. t.ùy. dans le 
titre, et M. «.t. dans le texte. 11 la commente en disant 
que, dans l'intention de Platon, l'inscription avait pour 
but d'éloigner de l'Académie tout homme dont la conduite 
s'écartait des principes de l'équité: parce que la géomé- 
trie, c^est r égalité et la justice : ïa-orns yàp km\ /i'k««» Itti 

ytttfitrptet. 

Nous retrouvons la même inscription dans un Recueil 
de proi^erbes, réunis par Michel Apostolius vers le mi- 
lieu du xv° siècle (*), et dans un autre Recueil plus com- 
plet que le premier, composé par Arsénius , fils du pré- 
cédent auteur, après la mort de son père , sous le titre de : 
l'miâ , violetum, bouquet ou guirlande de violettes (**). 
Ces deux auteurs commentent l'inscription dans le même 
sens moral que Tzetzès , mais en termes un peu différenis . 

Un autre Recueil de proverbes métriques, intitulé : 
'^TfvfAXTtûç^ c'est-à-dire bigarrure, mosaïque , reproduit la 
même inscription sous forme de vers iambique : 

/iywttîTfiiTùç îf^my oi^ùç tmrtÊ, 

(•) Mich. Apostolii Pararmœ; con(. 1, n® îT». 
(••) Arsenii Violetum, p. iC. 
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Dans ces termes, il y a un solécisme, parce que Tidée 
de prohibition demande f*n et non pas ov. Si cette faute 
est motivée ici par l'exigence de la forme métrique , elle 
est inexcusable dans le Trésor d'Henri Etienne, où, par 
circonstance aggravante, l'inscription est attribuée à Py- 
thagore, on ne sait sur quelle autorité. 

On peut faire le même reproche d'incorrection à 
Érasme qui , citant l'inscription dans ses Adages (cbil. III, 
cent, ni, n** 60) {*), la donne aussi en ces termes: A'y 
•ô^iis- itnrm. Il est remarquable qu'Erasme, qui indique 
ordinairement la source de ses proverbes, quand leur 
origine est connue, ne cite ici aucun auteur^ seulement 
il renvoie à Aristide [in Tkemistocle et in Pericle) rela- 
tivement à l'assimilation indiquée plus haut entre l'égalité 
et la géométrie. 



KOTB SUR LE THÉORÈME ÉNONCÉ 

(tVlI, p. 4M), 

Pae m. J. COUPY, 

Professeur à l'École militaire de la Flèche. 



Depuis longtemps je donne ce théorème à mes élèves 
de cette manière : On sait qu'on a , tant pour les surfaces 
totales que pour les volumes, les rapports suivants: 

Sphère : cylindre : : 4 • 6, 

Sphère : cène équilatéral :: 4 T 9; 

donc 

sphère : cylindre : cône équilatéral : : 4 • 6 : 9. 

Or, 6 est moyen proportionnel entre 4 ^t 9, donc, etc.^ 
le théorème ne me semble pas nouveau. 

( * ) Voir aussi l'Épitome du même auteur, p . 5!i3 ; et les ExpUcationes 
deFerrand,!) p. iB^etlI^p. 184. 

5. 
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Note. Les deux rapports appartiennent à Archimèdc; 
la remarque de la moyenne proportionnalité est faite, je 
crojs, dans Viètc. C'est à vérifier. Tm. 



SUR LES POLYGONES ET LES POLYÈDRES ÉTOILES , 
POLYGONES FUNICULAIRES , 

I>\pRÈ8 M. POINSOT. 



1. Problème. Les // nombres naturels i, 2, 3,.**9 '^ 
sont écrits en ordre autour de la circonférence d'un cer- 
cle; du point I on va au point p^ de ce point à celui 
dont la place est marquée par p -^p — i , de celui-ci à 
/7 -f- 2 (p — i) , delà à p -^i (p — i) 5 et ainsi de suite : 
par combien de points aura-t-on passé quand on sera re- 
venu à 1, et combien de fois aura-t-on fait le tour de la 
circonférence? 

Solution. X et jr désignant des nombres positifs en- 
tiers, on sera évidemment de retour en i lorsqu'on aura 

p-\'x{p-—ï)=:nx -^ i, d'où /ij = (/?— i)(x4- 1), 

/' et s étant les quotients respectifs de n et p — i par leur 
plus grand commun diviseur ; on a 

ry =z s(x -\- i), d*oii y = s, x z=z r — i; 

ainsi on passe par r points, le premier compris. Et en 
supposant que ce premier point aille successivement d'un 
point au suivant , il aura parcouru s fois la circonférence , 
en revenant à sa première position. 

Corollaire, Si p — i et /i sont premiers entre eux , 
alors r = n^ s = p — i; dans ce cas , on passe par tous 
Jes points , et le premier se mouvant parcourt p — 1 fois 
la circonférence. Pour connaître son avant-dernière place, 
il faut faire x= n — 2 ; substituant dans p -h- x(p — i ) , 
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il vient np — n — /> + 2 : ainsi r-avanL-tlcriiier point est 
2 — p on bien « -t- 2 — p] ce qui est évident à priori. 
Donc, allant de i k p ou bien en allant de i à /i-{-2 — p^ 
et prenant toujours les points de p en ^, on parcourt le 
même chemin , mais en sens opposé. 

2. Théorème. Une circonférence étant divisée en n par- 
ties égales , et désignant les points de division par les nom- 
bres I, 2, 3, .-5 «, le nombre p — i étant premier à «, 
si Ton joint par une corde le point 1 au point p^ celui-ci 
au point 2/7 — i, celui-ci au point ip — 2, et ainsi de 
suite; après avoir parcouru p — 1 fois la circonférence , 
on revient au point i , et on a un polygone Jhrmé de n 
côtés ^aux et de n angles égaux. 

Ce théorème est une conséquence immédiate de ce qui 
précède. 

Observation . Par angle de polygone, il faut entendre 
celui que forment deux côtés consécutifs décrits par le 
mouvement continu du point de départ 1; c'est Tangle 
qui renferme le centre du cercle. Lorsque ^ = 2 , on ob- 
tient les polygones ordinaires; lorsque p^ 2, on a les 
polygones étoiles: ainsi il existe donc autant de polygones, 
décrits dans les fleua: sens, qu'il existe de nombres plus 
petits que n et premiers à /z, et la moitié de ce nombre, 
rn ne prenant que les polygones différents; les polygones 
étoiles n'ont pas d'angles rentrants, mais sont coupés par 
une droite en plus de deux points. Lorsque les divisions 
de la circonférence sont égales, les polygones sont régu- 
liers, c'est-à-dire ont les côtés égaux et les angles égaux; 
le polygone d'un nombre de côtés /i, et formé eu allant de 
I à /^ est dit polygone de V espèce p — i . 
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Applications. 
n Nombres de polygones ou espèces. 



savoir : de i à 2 , i à 3 , 1 ^' et 2' espèce ; 

I à 2 , I à 3 , I à 4 , i'*, 2* et 3* espèce; 

1 à 2 , I à 4 9 I " et 3* espèce ; 

I à 2 , 1 à 3 , i à 5 , I "*, 2" et 4* espèce ; 

I <\ 2 , 1 à 4 9 I** et 3* espèce. 

3. Théorème. Même construction que dans le théo- 
rème précédent^ la somme des angles du polygone est égale 
à,r[w — a(;; — i)]. 

Démonstration, Supposons toujours le polygone décrit 
par le point i d'un mouvement continu; prolongeons 
chaque côté, dans le sens du mouvement. A chaque som- 
met on a un angle intérieur et un angle extérieur; la 
somme de tous ces angles, intérieurs et extérieurs, est 
égale à WTT. Le point i a décrit p — 1 fois la circonférence; 
donc la somme de tous les angles extérieurs seulement est 
égale à i[p — i) tt : la somme des angles intérieurs est 
donc 71 [/ï — i[p — i)j. 

Observation. Lorsque /? = 2 , ou a tt (/* — 2) ; c'est la 
règle connue. 

Corollaire I. Lorsque n = 2 (p — i)-f-i, la somme 
des angles est égale, comme dans le triangle, à deux angles 
droits; cela n'est donc possible que dans les polygones 
d'un nombre impair de côtés. Soit n = 2<7-|-i; il est 
évident que g est premier avec n. On peut donc faire 
/^ = <7 -f- I ; donc , allant de i à y 4- i , on obtient un po- 
lygone dont la somme des angles est égale à deux droits : 
ainsi pour « = 5, ^ = 2. Dans l'espèce de i à 3, la somme 
des angles est égale à deux droits; pour n = 7, c'est l'es* 
pè<'c 1 à 4. 
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Cotollaire. Si « = 2 (p -h i) -h 2 , la somme des an- 
gles est égale, comme dans le quadrilatère , à quatre droits^ 
il faut donc que n soit pair. Faisons n = 2q^ d'où g=p\ 
il faut donc que q — i et iq soient premiers, ce qui exige 
que q soit pair. Que Ton ait n = 2"*^-, y est impair et 
1»^ I. 

Corollaire II. Dans un polygone régulier, T angle au 

sommet est égal à -\n — 2 (p — i)J. 

•i. Problème. Un fil fermé passe à travers n anneaux, 
entre lesquels îl peut glisser; les anneaux sont tirés par 
des forces égales divisant l'espace angulaire en parties 
^ales. Le fil , dans le cas de l'équilibre, formera un poly- 
gone régulier de n côtés de toute espèce: on demande la 
grandeur de la tension . 

Solution, Représentons chaque force par Funité; l'an- 

gle du polygone est -[n — 'i(p — i)], et la moitié de 



cet angle est — \ji — 2 [p — i)J. Décomposant la force, 
suivant les côtés du polygone, on trouve facilement que 
la tension est égale à jséc — [n-^2 (/? — i)j. La tension 
la plus forte répond à /? = 2 , c'est le polygone ordinaire 5 
la moindre tension répond à /; = 

5. Nous avons supposé jusqu'ici , pour faciliter Tintel- 
ligence, que les n points sont situés sur une circonfé- 
rence; mais il est évident que les mêmes conséquences 
subsistent pour des points distribués sur un plan d'une 
manière quelconque. Mais il peut arriver que tous les 
polygones aient des angles rentrants, angles plus grands 
que deux angles droits. 

6. Menant une droite a travers un polygone de Tes- 
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pèce p, il est évident que le point i , en parcourant ^ — i 
fois la circonférence, rencontre cette droite a (p — i) fois-, 
donc une droite coupe les /* côtés du polygone de Tespèce p 
en 2{p — ï) points. 

• 7. Lemme. Le nombre triangulaire —- ■ est pre- 
mier avec 2 <7 + I , car le plus grand commun diviseur 
est le même qu'entre les quantités <7 + i et ay-f-i, ou 
entre q et ^ -f-i; donc, etc. 

8. Lemmë. — Tliéorème, r étant premier avec a ^ -h i , 
les 2^-f-i premiers termes de la progression arithmé- 

tique, ayant pour premier terme /*, et pour raison ^-^ y 

donnent, dans un oi*dre quelconque, pour résidus de la 
division des termes par 29+1, les nombres i, 2, 3,..., 
2 ^ -f- I , et le 2 ^ + 2'''"' terme est ;•. 

Démonstration. Pour que le résidu r reparaisse, il 
faut avoir, x al y étant entiers, la congruence 



xqiq -\- l) . , 



d' 



OU 



-LU ^ = h.q + Ov; 

2 

7 (7 H- • 1 

or 2</-|-i et —^ sont premiers entre eux; donc 

7 f 7 + j . ■» 

j __ i^_!__ et a: = 2 ^ -h 1 5 donc /• ne reparaît qu en 

2r/ -h 2''^""' terme, et ainsi des autres. C. Q. F. D. 

9. Problème. iq -\-i points sont distribués dans l'es- 
pace; partant de l'un de ces points, décrire d'un mouve- 
ment continu les q {jiq -\-i) droites qu^on obtient en réu- 
nissant ces points deux à deux, et sans décrire deux fois 
la nicme droite. 

Solution. Désignons les points par les nombres 1,2. 
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3,.-«^ î^7 -+" ' î formons la série des nombres h i , 

en donnant à n loutes les valeurs depuis o jusqu'à q\ on 
aura la suite i, 2, 4, 7, 10,..., ^-^ --+-i. Ainsi on 

ira de I à 2; de 2 à 4*3 de 4 à 7,.-; de ^-^^ ^+1 

à -f-^ '-hi'', et tous ces nombres sont inégaux. A 

chaque terme de la première série on ajoute ^-^ -] 

on aura ^-^ 4- 1 i ^-^ -h 2 , . . . ^ y (^ + 1) 4- 1 ; on 

ira de ■^-^ -4- i a ^-^ + 2 , etc.-, et les ^ lignes 

de cette seconde série sont différentes des ç lignes de la 
première sene. Un ajoute encore -^-^ a chaque ter 



me 
2 



de celte deuxième série pour obtenir une troisième série 
donnant encore g lignes difTérentes des 2^ lignes déjà 
obtenues. En continuant, on forme 2^ + 1 séries, dont 
chacune fournit q lignes, et en tout (2^ + 1) ^ lignes dif- 
férentes 5 la 2 ^ + 2*'"*' série reproduit la première (2 g) 5 
donc les y (2 <7 -{- I ) lignes sont décrites d'un mouvement 
continu. 

Observation, On peut donc envelopper, avec un seul 
fil et sans duplicature, les côtés et toutes les diagonales 
dVn polygone d'un nombre impair de côtés, et les arêtes 
et toutes les diagonales d*un polyèdre d'un nombre impair 
de sommets. Il est donc possible de décrire d'un seul trait 
de plume les côtés et les diagonales d'un polygone d'un 
nombre impair de côtés. 

iO. Lorsque le nombre de points est pair, le problème 
précédent devient impossible. En effet, soient les points 
I, 2, 3,..., a// en nombre pair; pour que Iv problème 
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soit possible, il faut qu^on puisse écrire sur une seule 
ligne toutes les </ (2^ — i) combinaisons binaires, de telle 
sorte que le nombre final d^une combinaison soit le nom* 
bre initial de la combinaison suivante, et que la ligne 
commence et finisse par le même nombre : chaque nombre, 
I par exemple , se trouve donc écrit un nombre pair de 
fois , ou, ce qui revient au même, il part un nombre pair 
de lignes du sommet i , chose impossible lorsque le nombre 
de points est pair. 

Ainsi il est impossible de décrire d'un seul trait les 
quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère. 

La détermination du nombre de solutions possibles 
pour un nombre impair de points est un problème dont 
la solution est à désirer. Je Tai proposé à plusieurs géo- 
mètres distingués, sans rien obtenir. Le jeu du domino 
présente une question de ce genre : de combien de ma- 
nières peut-on placer sur une seule ligne tous les dominos, 
en observant la loi du jeu? On peut supposer qu'on ait 
mis les doubles de côté. [La fin prochainement,) 



PROGRAMME RÉTROGRADE D ADMISSION A L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE, 1849. 



La géographie et la chronologie sont les deux yeux de 
l'histoire^ on peut dire , avec plus de raison encore , que le 
nombre et la ligne, autrement Talgèbre et la géométrie, 
sont les deux yeux des mathématiques. Vouloir supprimer 
l'un d'eux, serait éborgner la science. Pourquoi ne pas se 
servir de ces deux admirables instruments , qu'une bien- 
faisante providence a mis à notre disposition pour scruter 
les secrets de Tunivers? C'est ce qu'on comprend très-bien 
dans les universités anglaises, où les deux sciences sont 
enseignées avec le même soin , et cultivées avec la môme 
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ardeur. En France, une tendance exclusive semble se 
manifester vers la règle et le compas, et un ëloîguement 
des formules algébriques -, c'est ainsi que nous voyons dans 
les programmes de l'illustre Ecole, disparaître successi- 
vement quelques théories analytiques, remplacées par 
quelques travaux graphiques. Cette année même, on a 
supprimé l'élimination entre les équations de degrés supé- 
rieurs au second [Moniteur ^ 26 janvier 1849), ^^ ^'^'^ * 
augmenté, par contre, le nombre des épures exigées. En 
admettant cette suppression, comment sera-t- il possible 
d'exposer la théorie des racines égales, la recherche de 
l'équation aux carrés des diilerences, et tant d'autres 
opérations qui sont pourtant conservées? Je ne me charge 
pas d'expliquer cette étrange contradiction . Le programme 
étant suffisamment mauvais , pourquoi l'empirer? 11 n'y a 
qu'un moyen bien simple d'abréger le programme d'ana- 
lyse; il consiste à l'augmenter. Cette assertion n'a qu'une 
apparence paradoxale. Admettez la théorie des fonctions 
symétriques dont l'absence est une déplorable lacune, 
la théorie générale des dérivées , le symbolisme infinité- 
simal, et tout se facilite, tout s'abrège, et vous aurez 
gagné le plus précieux de tous les biens , qu'on nomme le 
temps, étoffe dont la vie est faite, comme s'exprime Fran- 
klin. Les élèves, munis de connaissances nécessaires en 
entrant à l'école, n'en sortiront plus ignorant même les 
fonctions elliptiques, aussi indispensables que naguère 
les logarithmes; n'en sortiront plus sans aucune notion 
historique, n'ayant jamais entendu parler des Gauss, des 
Jacobi, des Ha mil ton, des Roberls, et pouvant croire, 
d'une foi sincère, que tout ce qu'on leur enseigne est issu 
de la tête du professeur, comme Minerve de celle de 
Jupiter. Signaler un mauvais état de choses, n'est pas le 
détruire, il s'en faut; mais on remplit un devoir. 
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FORMULES GÉNÉRALES DE WARING 

Pour trouver la ?aleiir des fonctions symétrifues entières et rationnelles des 

racines d'nne équation algébrique (*). 



Sommes des puissances entières positii^es des racines. 
1 . Soit donnée Féquatioti 

x^ — A,:c"-'-+-A,x'"-*4-. ..-h(— i)'"A« = o, 

// étant un nombre entier positif^ on a , d'après un sym- 
bole connu, 

Sn = a:1 -h.r'; -h. . ,-^xl. 

Il s'agit de trouver S„ en fonction des coefficients do 
Téquation. 

Ordonuons cette fonction par rapport aux puissances 
décroissantes de A, ^ il vient 

S„ = A'; -{-T,A';-'H-T,A';-'-+-. . .-HT^A';-/'^-. . .4-T„. 

Loi de formation. 

Le terme général V^ est im polynôme 5 le teime général 
de ce polynôme est représenté par 

R.A/»AjAy..., 

où /•, .V, /,..., indices inférieurs, sont des nombres entiers 
plus grands que i ; et p, a, T,... des exposants positifs 
eiilicjs, xéro compris. Pour trouver ces nombres, on ré- 
sout l'équation indéterminée 

rp 4- j(7 4- /t =r . . . =r /; , 

et ayant soin de ne négliger aucune solution. 



(*; Biiditationcf aigchiiav. Edil. icrtia; 178.2, p. 1 cl 8 



( 77 ) 
R est un coefficient numérique: les indices el les expo- 
sants étant connus, on fait 

et Ton a , abstraction faite de tout signe , 

«_ /,[ /! — y , -f-i] ^ 

les crochets désignent des produits continuels. Si p et u 
sont tous deux pairs, ou tous deux impairs, le signe de R 
est positif; et négatif dans Tautre cas. 
D'après cette loi , on trouve 

I 2 ^ 

ï* =/îAs — n.ri— 4 AjAa; T6=— /lAe+zî./!— 5. A, A* H — A ! 9 

I 2 * 

_, . /• * /" '* " — o /î — 5 

T; =:/îA,— /i./i—oAjAs— /î./i — oAaA^H AZA-, 

12 I ' 

Ts = — /îA,./2./i — 7 AeAî-H/i./ï — 7 AjAaH ^A? 

' 12 

/i — •! /i — 6 /i — 6 

— /!• ^ A; A4 — n.n — 7 • A: A, 

12 '2 

/i — 7 /i — 6 n — 5 ^ 

-^''•^: — 3 — r '■ 

Waring ne dit pas comment il est parvenu à cette for- 
mule; mais il démontre que si elle est vraie pour 7/, elle 
est vraie aussi pour n-\~i : d^ailleurs, les sommes des 
racines forment une série récurrente à échelle de relation 
connue, dont on sait toujours trouver le terme général. 

Fonction symétrique entière des racines en fonction des 

sommes des racines, 

2. Même équation que ci-dessus, et représentons la 
somme à chercher par 2a:^xJ ...j:J, n des m racines 
entrant dans chaque terme ; a^b ^c ^.,,^d sont des expo- 
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sants entiers positifs et inégaux. Voici la notation de 
Waring: 



j- 



x\ 



Si = x\ 



-+-x;-f- 



fi ' 

x^ 



n 
.h 



n 



A — «$41 • Slf m Se • • • ^/ J 



Sa . Sg 






I Sfg m S^ • Se 
*\SaS6ScSj J 

[_SaSl,SeSj J 



f 6 . Se 



] 



E = A 






U«^4 



Je ^rf J* 



] 



L.îaJ6Jc.Tc/J« 






Dans cette relation, B , C , D, E présentent des sommes à 
a, 3, 4î ^ exposants s^^ , ■^a+a+c , ^«^^o+j ? -^rt+ft+c+j+e , etc. 
Mais 4 se décompose en a H- a : c'est à quoi répond BB , où 
l'on trouve s^^ Sc^\ 5 se décompose en a -h 3, on a ainsi 
BC-, de même 6 = a-|-4 =3-+-3; ce qui donne BD, CC 
et BBB, ou Sn^ .v^-|-j-H>f/- et .ç^+m-c ^r/+«+/* et *a+* -^c+d s^f. 
Cela posé , on a 

2^^x*...ar,; = A — B-f-i.a.C — i.a.3.D-f-i.a 3.4.E, 

i.i BB—i.a. BC, 

— r.2,3.4.5.F-+-i.a.34'5.6.G, 

— 1.2. BD — i.i.a.3.4.BE, 
I . a . 1 . 2 CC — 1.2.1.2.3. CD , 

I . I . I. BBB-h 1.1,1. 1.2. BBC. 
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Loi de formation . 

a. Chaque lettre apporte un coefficient et un signe dé- 
terminés , dans cet ordre. Ainsi : 

B, — I ; C, +1.2; D, — 1.2.3; E, -f- 1.2. 3.4; F, — 1.2.3.4.5, 

et ainsi de suite. 

b. Les termes de même dimension sont dans la même; 
colonne verticale. Waring démontre encore que si la for- 
mule existe pour n racines, elle existe aussi pour n-\-\ 
racines. 

Lorsque des exposants deviennent égaux , il faut diviser 
les termes Â,B,C, D, etc., par les produits continuels 
convenables. 

BIBLIOGRAPHIE. 



Mécanique moléculaire. 

L'année quadratique 1849 commence sous d'heureux 
auspices, géométriques bien entendu. Dans le premier 
numéro des Comptes rendus des séances de V Académie 
des Sciences y tome XX VIII, page 2, on lit : Je me pro- 
pose de publier bientôt un Traité de mécanique molé- 
culaire. Cette promesse exauce les vœux de tous ceux qui 
aspirent à étudier les beaux et nombreux théorèmes dont 
le plus illustre de nos analystes a enrichi la physique ma- 
thématique •, théorèmes qui , dispersés en plusieurs re- 
cueils , sont pénibles à suivre et souvent même inacces- 
sibles. L'ouvrage exposera les principes généraux , et les 
applications à la dynamique de l'éther, de la lumière , du 
fluide électrique, etc. Puissions-nous bientôt jouir de ce 
monument, digne du génie d'un géomètre dont notre 
pays s'enorgueillit à si juste titre ! 

Question. Pourquoi l'auteur de tant d'ouvrages di- 
dactiques, d'une célébrité européenne, qu'Aboi étudiait 
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avec prédilection et qui ont probablement développé celte 
intelligence créatrice ; pourquoi Tilluslre professeur ne 
iigure-t-il jamais parmi ces Commissions dites d'ensei- 
gnement , nombreuses comme des bataillons , que chaque 
jour voit naître con brio et s'en aller morendo ? 

Réponse, Ces Commissions sont chargées et seront 
éternellement chargées de marier l'empire universitaire 
avec l'autorité ecclésiastique, avec la liberté de penser et 
d'empêcher que l'un des conjoints ne dévore les deux au- 
tres. Dès lors, elles n'ont à s'occuper qu'à élever des 
digues , construire des parapets, qu'à créer des hiérarchies, 
des attributions, des honneurs, des honoraires, etc.; 
choses essentielles auprès desquelles renseignement est un 
insignifiant accessoire. On conçoit que de telles Com- 
missions d'enseignement peuvent fort bien se passer de 
l'homme le plus éminent de renseignement mathéma- 
tique. Récemment, on a même exclu les naturalistes, les 
chimistes , les physiciens , les géomètres , en général , les 
hommes éminents dans les carrières scientifiques , et on a 
réuni une Commission polychrome , formée uniquement 
d'hommes distingués dans la politique. C'est très-ingé- 
nieux. 



Éléments d'arithmétique suivis de la théorie des loga- 
rithmes ; par ^. Lionnet, professeur de mathématiques 
au lycée Descartes. Deuxième édition, 1848. 

Nous n'avons rien à changer au compte détaillé de ce 
bon travail (t. VU, p. 43.9) , la nouvelle édition est amé- 
liorée, c'est-à-dire que l'ouvrage a été raccourci. L'au- 
teur a fait disparaître ce qui concerne les divers systèmes 
de numération. Ceci et d^autres parties plus relevées font 
partie d'un autre ouvrage qui paraîtra incessamment sous 
cr titre : Compléments d'arithnic tique. 
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EXTRAIT DES EXERCICES S'ANALYSE NIINÉRIOVE; 

Pak m. LEBESGUE. 



I. Problème. Résoudre en nombres entiers F équation 
multiple 

a, bj c,..., étant des nombres entiers donnés. 

Nota, Pour abréger, nous appellerons équation mul- 
tiple une suite d'égalités telles que Téquation (i); - sera 

le premier membre, t le deuxième, - le troisième, et 

ainsi de suite. 

Nous représenterons par D {ab) le plus grand diviseur 
commun aux nombres a et &, de même par D {abc) le plus 
grand diviseur commun aux nombres a, &, c^ de sorte 
qu'on aura 

D(a6c) = D[D(«*)c], ï}[abcd) =:l^[ïy[abc)d], .... 

Ceci posé, la résolution ^nérale du système (i) est 
donnée par le système 

^^' l>[abc...)'^ a" br"c' *"' 

d'où résulte 

*^^ ^^D(«*c...)'^» ^^\S{abc...)^' *=D{«^c...)*^'-' 

valeurs dans lesquelles U est un entier indéterminé. 

Pour le prouver, il suflSt de remarqujer qu'en égalant 
les deirx premiei*s membres de Téquation ( i )^ on a ix = or 

hntL, de Malhêmat. , l. Vill. (Mart 1849 ) 6 
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OU bien 



a 



b a 



el comme _, ., » _, ■> sont premiers entre eux, l'entier x 

devra être divisible par ^ . . ■ : on fera donc x = u • ^. ., ; 

^ T>{ab) D(a^) 

par conséquent, ^ = f = ^. 

Eg;alant . , au troisième membre - de Téquation (i), 
on aura semblablement 



u 



iy{ab) c l^iabc) 

Continuant de même, on aura finalement le système (2), 
et, par suite, le système (3). 

Applications, 
II . Problème. Soient 



(i) -, -ï -,.•• 

^ a a a 

des fractions de même dénominateur, et soit proposé de 
trouver tous les systèmes de fractions équivalentes aussi 
réduites au même dénominateur, savoir : 

^ ' XXX 

Solution, On tire de là 

^ ^ a b c a 

La valeur commune étant ■ , . , — r» la solution coni- 

V{abrfi,.,) 
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plète sera 

S^il arrive que a, 6, c, d,.,.^ n'aient pas de diviseur 
commun , D [abcd. ..) = i, et x = a .U ^ y = b.U^ 

Z — ^ c « vJ • • • • 

En d'autres termes, pour obtenir le système (ii)j il faut 
multiplier tous les termes des fractions (i) par un même 
nombre U. Ce théorème est assez simple pour entrer dans 
Farithmétique vulgaire. 
-in. Les deux équatidïis 

aA 4- 6B 4- cC = o , 
flA'-4-W-|-rC'=o, 

donnent, par la résolution , 

BC — B'C CA' — C'A AB' ~ A'B 

a b , c ^ 

de sorte que si Ton pose m = D (abc) , on aura 

BC — B'C=-U, 

m 

CA' — C'A=-.U, 

m 

AB' — A'B== -U. 

Ces équations sont utiles dans différentes recherclics sur 
les nombres-, en voici une application. 
IV. Si la fonction 
ax^ -4- 2 bxf •+■ cjr^ de déterminant b^ — ac =: d 

se transforme en la fonction 

Ax'>-f-2Bx'/-f-C/' de déterminant B'— AC=D, 

par deux substitutions 

.r = xr' -h Pj', jr=zyx* -hêy, 
^=:aV+p'/, j=/.r'+5y, 
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on aura les équations 

/ A = aa} •+■ 1 bay -f- r^', 

(i) J B = /?ap4-6(a^4-p7)-4-f7^, 

( C = flP» -f- 2 A/Ô^ 4- rJ» ; 

/ A = aaf^ 4- 2^a'7'-H cy^\ 
f C = «p'^ H- 2 èp'^' 4- ^^ 

De ces deux systèmes . on déduit 

B»— AC=(ft« — i7c)(a(î— P7)» = (^' — flr}(a'^ — PV)'. 

On suppose que D n^est pas nul; il faut donc que Ton ait 

a^ — p7 = ±i, a'^-.py = ±:i. 

Mous prendrons ensemble , soient les signes supérieurs +^ 
soient les signes inférieurs — , et nous dirons que les deux 
transformations sont semblables. 

Cela posé, les systèmes (i), (2) donneront cet autre 
système : 

a (a» — a") -h ^b(aj — aY) 4- ^(7* — 7'») = o, 
a (ap — a'p') 4- ft («^ 4- P7 — «'^ — pY) -4- c (7^-7'^') = o , 
fl(pi — p'i)-K2A(pJ-p'^)4-c(^ — ^»)=o, 
a^ — P7 = a'^' — p'7'. 

La quatrième équation donnant 

a^— a'^' = p7 — PYi 

nous prendrons le système 

«(a» — a'») 4-2é>(a7 — a'7)4-f (7' — 7")» 

U(ap-«'p')4-2*(p7-pY)H-^(7*-7'^) = o, 
W) ^|«(ap-a'P')4-2*(a^ — a'J')4-c(7^-7T) = u, 

a (P> — P'») 4-2^(p^-p'^')4-r(^— ^'») =0. 

L^élimination de h entre les deux premières équations 
donne, on supprimant le facteur ay — a'y qui ne peut 
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être nul {voyez plus bas) , 



c 



De même , réliminatîon de a entre les troisième et qua- 
trième équations du système (3) donne , en supprimant 
le facteur j3J' — |3'cî, qui ne saurait être nul , 

on a donc Téquation multiple 

a nb c ^ 

de sorte qu'en représentant par m le plus grand commun 
diviseur des nombres a^ ab^ c^ on aura, U étant un- 
entier , 

IaV = m {Sy — i'y) , 
26U = m (a^—afS + ?''/ — P7') , 
cU==/ii(pg'*— p'a); 

et comme Ton a identiquement 

(g^_ g'^ H. p'^ _ pyy — 4(pa'*- p'«) ( ^ - S'y) 

= (g^-h«^-P'7-p7'r-4{««ï -p7)(«T-6V), 
en posant 

2T = /n (g^' 4- g'^ — p'7 — P7') , 

on aura , à cause de 5' — oc = D, 
(5) T' — DU' = m'. 

La combinaison des valeurs de 2T et 2&U donne 
TH- ^U = /» (g^' — p7'), T: — bV = m {a!ê — p'7). 

Si Ton joint à ces équations 

aV = m (^7' — 7^) , cU = w (pg' — ap') , 

la résolution de deux couples d'équations du premier 
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degré, où les inconnues sont <x! et ^' pour Tun , et y' et d' 
pour Tautre, donnera, en ayant égard à Téquation 

±/iia' = aT — (*a-hC7)U, 
±mp' = pT-(6p+cJ)U, 



/ii^' = ^ -+- (flp + ^^) U. 

Ces formules ont été données par M. Gauss, dans le 
n° 162 de ses Recherches arithmétiques^ le calcul pré- 
cédent paraîtra plus simple à beaucoup de lecteurs. 

V. On a supposé plus haut qu'on ne pouvait avoir 
ay' — a'y = o. En effet, d'après 

a^-p7=±:i, a'^— pv = ±:i, 
a et 7 sont premiers entre eux , aussi bien que a' et -/. Or 

a a' 

l'équation ay' — a'y = o donnant- = -75 il faudrait que 

Ton eût a'=z±u^ y=z±y. L'équation a'^' — ^^y^=±i 
deviendrait aâ' — y/3' = dt 1 5 on aurait donc nécessaire- 
ment d' = ±: (î-f- Ky, /3' = ihj3-hKa, K étant entier. 
De là B = aa'/3'+ h («'cî' -h |6V) ■+- (r/d' devient 

B=: Aa^ 4- ^(owî-h ^7)-»- C7<î± K («a* + a^ay -h ^') r 

ou 

B = B±KA, d'où K = o, 

car A n'est pas nul^ ainsi, les deux substitutions seraient 
(±a, ±/3, :l^y, =t^), c'est-à-dire les mêmes, ou op- 
posées , ce qui est contre l'hypothèse faite plus haut. 
On prouve tout à fait de même qu'on ne saurait avoir 

r^cî'— (3'(j=o. 
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Exercices d\iîaltse kumérique , formant un Traité de 
la Théorie des nombres^ par V,-A, Lebesguey profes- 
seur à la Faculté des Sciences de Bordeaux, membre 
correspondant de Flnstitut (^). 



Ces Exercices contiendront dans un ordre et avec des 
démonstrations simplifiées , les recherches contenues dans 
la Théorie des Nombres y de Legendre, et les Disquisitiones 
arithnieticcBy de Gauss. Les travaux de M. Cauchy, no- 
tamment ceux qui ont rapport à Téquation binôme , et de 
nombreux Mémoires de MM. Jacobi, Dirichlet) Eisenstein, 
Kummer, etc. , entreront en substance dans ces ExerciceSy 
qui commenceront en janvier 1849 ' ^^ paraîtront de mois 
en mois par livraisons de a ou 3 feuilles in-8^, avec 
tableaux. 



TlÉOBfiME SUR LE SYSTÈME DE DROITES CONJUGUÉES A UNE 
CONIQUE ET PASSANT PAR UN MÊME POINT; 

Par m. Lucien GILLES, 

Élève d« lycée Monge (**). 



Toutes les circonférences circonscrites aux triangles 
formés par des systèmes de droites conjuguées passant 
par un même point pris sur le plan d'une ellipse , et par 

\ * ) Prix de la souscription : 

Pour Paris et les départements i5 francs par an. 

Pour l'Étranger 20 

A Paris, chez M. Bachelier, imprimeur-libraire du Bureau des Longi- 
Uides, de l'École Polytechnique, etc., quai des Âugustins, n*' 55. 

'.**) Maintenant élcvo de l'École Polytechnique. 
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une droite parallèle au diamètre conjugué du diamètre 
qui passe par le point O , se coupent en un même point 
situé sur le diamètre qui passe par le point O {fig» 5 y 
PU). 

En effet , soit A le centre de Tellipse , prenons AO et 
son conjugué pour axes coordonnés; Téquation de la 
courbe sera 

Soit Diy la parallèle à Taxe des Y. Posons 

OA = r/ et AB=//. , 

Soitj^ =.m{x — d) l'équation de OE j celle de OD sera 

Remplaçons dans ces équations x — d par — ^ = OB, 
il viendra 

*'» 
BE = — mo et BD = -^ — a. 

a 'in 

Nous avons donc 

EB X BD = H- — q\ 

Soit M le point où le cercle qui passe par les trois points 
E, O, D rencontre OA. Nous avons 

MB X BO = BE X BD. 

En remplaçant ces quantités parleurs valeurs, nous trou- 
vons 

b'* 

La quantité BM étant constante, il s'ensuit que le théo- 
rème est démontré. 

Tous ces cercles ayant une corde commune MO^ il 
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s' ensuit que le lieu de leur centre est la perpendiculaire 
éleyée sur le milieu de MO. 

Si l'on place le point O au centre , et qu'en même temps 
on prenne la directrice pour la ligne DD', on trouve alors 
que le point M est situé sur le grand axe , à une distance 
de la directrice , troisième proportionnelle à Texcentricité 
et au demi-petit axe; et le lieu des centres devient une 
perpendiculaire au grand axe menée h une distance du 

centre égale à — • De cette propriété on déduit le théo- 

rème suivant: 

a Si d*un point quelconque de la perpendiculaire au 
» grand axe menée à une distance du centre, troisième 
T» proportionnelle au double de l'excentricité et au demi- 
» petit axe, on décrit une circonférence passant par le 
a centre de l'ellipse, celte circonférence coupera la di- 
)> rectrice en deux points tels, qu'en les joignant au 
» centre , on aura un système de diamètres conjugués. » 

L'hyperbole jouit des mêmes propriétés. 

■Il ■■ ■■■Il ê 
■- ^ 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE U QUESTION 151 

(t. VI, p. 888); 

Par m. a. Maicnheiii, 
Élève du lycée Charlemagne, classe de M. Catalan (' j. 



D*un point A {Jig- 6, PL /), extérieur à une courbe 
du second degré , on mène deux tangentes AB et AC ^ d'un 
point G de la courbe on mène une tangente DE et un dia- 
mètre GO 5 on joint le point A au point de rencontre de 
ce diamètre avec la<îorde de contact BC: cette droite par- 
tagera en deux parties égales la portion de tangente DE 
comprise entre les deux tangentes AB et AC. 



(') Maintenant élève de TÉcole Polytechnique. 
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Menons du point A la droite AL parallèle à la tangente 
DE. Le pôle de cette droite est le point de rencontre F 
du diamètre GO et de la corde BC. La corde BC, qui 
passe au point F, est divisée harmoniquement par ce 
point et par la droite AL. Les droites AL, AB, AF, AC 
forment un faisceau harmonique, et la droite DE, paral- 
lèle au rayon vecteur AL, est partagée en deux parties 
égales par les trois autres AB, AC , AF; ainsi DH = HE. 

La démonstration est exactement la même pour l'hy- 
perbole et pour la parabole. Dans le cas de Thyperbole, 
si le point A est au centre de la courbe, les tangentes 
AB, AC sont les asymptotes , et Ton retombe sur un théo- 
rème connu. 

Dans le cas de la parabole, on a AH = HF {fig* 7^ 
PI. /), car le point F étant le pôle AL , on a GF = GM. 

La figure AEFD est donc un parallélogramme; on voit 
donc que si , par le point A , on mène deux tangentes 
AB et AC à une parabole, si , d^un point F de la corde de 
contact de ces tangentes , on mène des parallèles FD et FE 
aux tangentes AB et AC , la droite DE , qui joint les points 
de rencontre de ces parallèles avec les tangentes est elle- 
même tangente à la parabole. 

Les triangles DBF et EFC sont équiangles, et, par 
conséquent, semblables, et l'on a 

DF_pB AE_DB 

EC"~EF ^" EC~"AD" 

d où Ton voit que la tangente DE divise en parties inver- 
sement proportionnelles les tangentes AC et AB. 
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ÉQUATION 

le la oMribe <|ii5 décrit lu chiei à la poirsaite de soi uître qi'il voit 
ciiStaBBeit |Nircoirir ine droite : le rapport m des vitesses est coistant -, 

Par im Élâvk de l'institution Barbet. 



La tangente à la courbe y :=i(f{x) au point occupé par 

le cliien passe par le point où se trouve lliomine au 

même moment. Si Â^ et À sont deux positions du chien , 

B' et B sont les deux positions correspondantes du maître. 

De plus 

BB' = m arc AA' ( /«'. 8 , PL I) , 
OB =/ — a:f'(ar). 
Posons 

et soient l et k les accroissements de z et de j^ corres- 
pondants à un accroissement h dex;, nous aurons 

0B' = J--I- >t — (x H- /), BB'= ^ — /, corde A A'= \JF^\ 



/ 



I arcAA' cord. AA 

m *" cord. AA' ^ bF ' 
ou 



/\/£ 



-+- I 
I arcAA' 



m cord. AA' ^ / 



Puis, en passant à la limite 



j5^=„ v/(i)V.=VfW^, 

d'où 
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Cherchons à déterminer f ' [x) que nous supposerons algé- 
brique. Prenons les dérivées des deux meqibres de Té- 
quation (i), 

my {x) (p"(;r) = x'f '(a:) (p"' (x) H- a:f'(x)% 
OU 

(2) m'y' (x) = x»<p*' (x) 4- X(p" (x). 

Soit Ax" un terme de (p' (x). Les termes correspondants 
de q/'(x) et 9'"(jr) seront • n Ajc""' et n(n — 1) Ax""'; 
l'identité (2) exige donc que Ton ait 

«A-h/i(/i — i)A = /if'A, ou /i=±«ï. 

9' (x) sera donc de la forme Ax^ -h Bx""". 
De plus, par Téquation (i) on a 

/w'[i -h (Ax* + Bx^'")'] = x' (m Ax^' — m Bx—«-' )% 

d'où 

Alors 

(3) y'(x) = Ax--pX-; 
d'où il suit: 

Si m ^ I, 

A I 

9 ix) :=: — — X*"*"' — -5 ; x' ""* -4- c ; 

Si m =r I, 
© I x) = - x' — j-'lx -h c. 

Restent deux constantes arbitraires que Ton détermine 
par les positions initiales du maître et du chien. 
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Discussion. 
I*». m > 1. 

m = —, fraction irréductible. La courbe est symé- 
trique par rapport à j^ = e, et n V aucun point à gauche de 
O/; chacune des deux branches se compose d'une branche 
asymptotique à Oy^ et d'une autre branche parabolique. 

m = — fi- — , fraction irréductible. La courbe aura 

deux branches symétriques par rapport à Taxe des j \ si 
p est impair, chacune de ces branches se compose de 
deux autres, Tune asymptotique à Oy^ Tautre para- 
bolique. • 

Si p est pair, il y aura une seule branche de même na- 
ture que les précédentes. 

2**. m = I . 

Une seule branche analogue aux précédentes. 
3*. /w < I . 

OT = — . La courbe est symétrique par rapport à 

y"=.c\ elle touche Oy au point x = o , y = c ; tous ses 
points sont placés à droite de Oy, 

Si w= — - — , la courbe touche encore l'axe des r 

au point a: = o , y =zc\ mais ce point de contact est en 
même temps un point dMnâexion comme le montre la 
forme de la dérivée seconde qui change alors de signe. 

Dans le cas de m <^ i , la courbe n'a pas d'asymptote 
rectiligne et n'offre qu'une seule branche distincte com- 
posée de deux branches infinies. 
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Note siw la courbe de poursuite. 

On lit dans la Correspondance sur VÉcole Polytech- 
nique y tome II, page 275, 181 4: 

« Un ancien élève , directeur des douanes à Fuligno , 
)) département de Trasîmène (M. Dubois- Aymé), se pro- 
)) menait sur le bord de la mer : il aperçut à quelque dis- 
)) tance une personne de sa connaissance, et se mit à 
M courir pour l'atteindre. Son chien, qui s'était écarté, 
» courut vers lui en décrivant une courbe dont l'em- 
)) preinte resta sur le sable. M. Dubois, revenant sur ses 
» pas, fut frappé de la régularité de cette courbe, et il 
» en chercha l'équation en supposant, i^ que le chien se 
» dirigeait toujours vers le lieu que le maître venait de 
» quitter; 2^ que le maître parcourait une ligne droite^ 
» 3^ que les vitesses du maître et du chien étaient uni- 
» formes. » 

On donne ensuite une équation de cette courbe dont 
Tinexactitude a été établie par M. Thomas de Saint-Lau- 
rent, alors lieutenant au 7® régiment d'artillerie à pied 
(Gergonne, tome Xm, page i45, 1822). M. Saint-Lau- 
rent parvient d'abord à la même équation (1)^ mais, au 
lieu de supposer que ç' (x) est algébrique, espèce de di- 
vination , il intègre Féquation (i) et parvient directement 
à l'équation (3) ^ ensuite on prend pour axe des or, la tan- 
gente perpendiculaire à l'axe des j^, et l'on désigne par a 
la distance du point de contact à l'origine^ de sorte que 
Ton a 



I 
A <z* — y— a~^ = o 
4 A 



d'oii 



*=->- •' '■")=*[©"-©"] 
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et enfin 

2/ 



a m-4-i|\«y J w— iLW J 

car pour x = a , on doit avoir j = o. 

La courbe est rectifiable , ce qui est évident a priori ; 
Tintégration donne, pour la longueur de Tare 5 compté 
depuis le point de contact avec Taxe des x, 



us 
a 



/i-^-iLW J «-+-'Lw J 



Quand x diminue, s croît positivement, comme le re- 
marque M. Querret (même volume , page Spo) . 

Si Ton transporte l'origine au point de Taxe des j^, où 

l'on a j^ = ; 9 Téquation de la courbe prend cette 

forme 

*^"" 2 L»î-4- I \â} m — 1 \ï/ J* 

On peut donc construire la courbe à Taide de deux autres 
courbes, Tune parabolique et Fautre hyperbolique; pour 
m= 1^ y devient conslamment infini , ce qui annonce un 
changement dans la forme de la fonction (f (x) , qui cesse 
d*ètre algébrique et devient logarithmique. Dans le même 
volume on trouve la solution du problème plus général, où 
le chien, traversant une rivière pour rejoindre son maître, 
est à chaque instant détourné par le courant constant de 
Teau. On doit une première solution à MM. de Saint- 
Laurent et Sturm (page 289); mais la plus belle, d'une 
admirable simplicité et fondée sur la considération des 
mouvements relatifs, a été donnée par M. Querret (p. 891 ) . 
La courbe considérée dans le premier problème est 
aussi celle que décrirait un vaisseau qui en poursuivrait 
un autre, en se dirigeant constamment sur lui. C^est là le 
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problème que Bouguer a lésolu; en parvenaut à la mi^mo 
équation donnée ci-dessus , il nomme la courbe ligne de 
poursuite {^Mémoires de V Académie y 173 a, page i), ei 
Maupertuis en a donné une solution plus courte. Th. 



NOTE SUPPLÉMENTAIRE Ali THÉORÈME HDMOGRAPHpE 

(I. VII, p. U7). 



I. La valeur de z" donnée page 448, ligne 7, est fau- 
tive. Il faut lire 

F(a-n)-^i»Np 
Mp(i— a) 

Substituant cette valeur corrigée et passant aux coordon- 
nées rectangulaires, on trouve pour équation du lieu 
cherché , 

(1) F (a» 4- i)LAj»-+-Bjcx-hCx»-fD/-l-Ear-4-F] 

-h tf [D74- E*]»— 2 «F [ky^-hBxy^ Cx'— Dj— Ex— F]=o. 

II. Si Ton remplace a par -> le lieu ne change pas, ce 

qu'on peut prévoir à priori -, car le lieu est coupé par une 
droite passant par le pôle O en deux points N et N': l'un 

répond au rapport a et Tautre au rapport -- Il suiBt donc 

de considérer les courbes correspondantes aux valeurs de 
a comprises entre -h 1 et — i ^ nous avons supposé le 
point N entre M et M', et a est positif: lorsque le point N 
n'est pas entre M et M', alors a est négatif. 

III. Pour a == I, le lieu se réduit à la droite double 
(Jby -4- Ex — 2 F)' =: o^ c'est la polaire de Torigine, 
comme cela doit être: le rapport devient harmonique. 

IV. Faisant #1 = 0, on trouve la conique donnée. En 
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cflel, alors N se confond avec iS'^ de même en faisant 

« = - = Qo , alors F se confond avec M. 
' 

V. Posons a = — i ; Tcquation se réduit à 

fy* — a nx^' -h /'a* = o. 

C'est qu'alors le point N se confond avec l'origine O, et 
le lieu est ce point lorsque le point O est dans l'intérieur, 
ou bien les deux tangentes a la conique donnée lorsque le 
point est extérieur. 

VI. Les intersections de la conique avec le lieu géo- 
métrique sont sur la polaire Dj -h Ea: -|- 2F = o ; donc , 
quelle que soit la valeur de a , toutes les courbes qui sont 
données par l'équation passent par les deux points réels 
ou analytiques. 

Vn. La polaire de la conique (i) relativement à l'ori- 
gine est Dy H- E.r -h aF = o •, donc , quelle que soit a, le 
pôle O a la même polaire , et comme toutes les coniques 
passent par deux mêmes points situés sur cette polaire , il 
s'ensuit que toutes ces courbes se touchent en ces points , 
et par conséquent leurs centres sont sur la même droite. 
De là le théorème suivant : 

\TII. Théorème. Si deux coniques ont un double con- 
tact , et que par le pôle O de la corde de contact on mène 
une transversale, coupant la première conique en A et B, 
et la seconde en A' et B', le rapport anharmonique des 
quatre points O, A, A', B est réciproque au rapport an- 
harmonique des quatre points O, A, B', B; ces rapports 
sont respectivement constants pour toutes les transversales 
issues de O. 



Ann de Mnthàmat. , lome VllI. (Mars \S\i) ] 
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QUBSTION mwm SUR LE TRAPEZE ET LE QUADRILATÈRE 

INSCRITS. 



I. Problème. Inscrire dans le cercle donné un tra- 
pèze dont Vaire et les côtés non parallèles, nécessaire- 
ment égaux, sont donnés. 

Solution. Soit ABCD le trapèze inscrit^ faisons 

AD = BC = fl, AB = x, CD==^, 

AG = BD = z, S = aire , D = diamètre. 

La distance des deux bases AB , CD est ^ale à 



donc 

Or dans le trapèze inscrit , Ton a 

«' 4- a^ = z»; 

donc 

Soient s et s' les aires des triangles ABC , ACD; on a 
axz = D5, ayz = D/; d'où az (jc -h j) = DS. 

Remplaçant dans Téquation (i) x-k-y par sa valeur, et 
faisant disparaître le radical , on déduit 

(2) 4«'(D' — <?')z^ = D«S«; 

on peut donc construire géométriquement z, et par con- 
séquent le trapèze. 

Au moyen de Tcquation (a), connaissant trois dts 
quatre quantités a, z, S, D, on peut construire la qua- 
trième. S croissant proportionnellement au carré de z, il 
s^ensuit que S est un maximum lorsque z est un dia- 






\ ' ' 



• » 
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mètre, et alors le trapèze devient un rectangle inscrit. 
On trouve aussi 

ce qui donne la valeur de x H-y, facile à construire de 
plusieurs manières. Soit Â' le point diamétralement op- 
posé à A; on aura 

DA'— Vd' — 2'=^; 
rt faisant S = 2 a/ , on obtient 

Observation, Pour le cas général du quadrilatère, voir 
tome Vil, page 69. 

U. Soient a, £,0, d les quatre côtés consécutifs d^un 
quadrilatère inscrit, m la diagonale qui va de Fangle ab 
à Tangle cd^el n la seconde diagonale : on aura 

, , /w' [ab -h cd) n^ [ad -h hc\ 

ac-h bd=: — >3 j i- = — \ ^ ^ ; 

ad -h oc ab -^ cd 

a^-^d^-^b^ — c' , ,, a^-i-b^ — c^ — d^ 

^ ' 2 {ad -j- bc) ^ ' nab -^cd ' 

sin (a^d) =: —■ 7- : sin(a, b) = -7 ; 

^ ' ' ad-h bc^ ^ ' ^ ab"\-cd 

S = aire(ai.t.Vn,p.7o); D» = i ^^ .g, ^^ ^ 

D = diamètre du cercle circonscrit ; un (a y m) z= =- '^ 

sin {bj »«) = j^î sin (« , /i) = ^5 sin (by «) = ~5 



v 



• -, 
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TRIGONOMÉTRIE. 

TuÉORJsME I. Dans un triangle rectiligne ARC, on a 
la relation 

sin^ A H- sin' B -h sin' C = 2 sin A sin B ces C 

2 sin A sin G cosB + 2sin B sin G cos A. 



Démonstration. Circonscrivons une circonférence an 
triangle : on a 

a=:2RsinA, 6=:2RsinB, r = 2R$inC; 

a^b^ c sont les côtés et R le rayon. Or 

•a» = 6^ -♦- c' — 7.b cos A ; 
donc 

\ sin* A = sin' B -h sin' C — 2 sin B sin C cos A. 

On a deux autres équations analogues*, les ajoutant, 011 
trouve la relation énoncée. 

Théorème H. Soit un triangle sphérique ABC-, a^ 
&, c les côtés, et A', B', G les angles du triangle recti- 
ligne formé par les cordes ; on a la relation 

sin' t c H- sin'l b -f- sin' j c = 2 sin | a sin y 6 cos C' 

-h 2 sin 7 û sin I c cos B' -h 2 sin ^ ^ sin y c cos A'. 

Démonstration. Les trois cordes formant le triangle 
rectiligne sont égales à 

2sin7a, 2sinY6, 2sin|r, 

et Ton a dans ce triangle 

4 sin' j fl = 4 sin' y ^ 4- 4 sin' ~c — 8 sin y ^ sin y c cos A'. 

On a deux autres équations analogues ; ajoutant à celle-ci, 
on trouve la relation indiquée. 
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PROPRIÉTÉ DES NOMBRES^ 

Par m. G.-J. DOSTOR, 

Docteur es sciences mathématiques. 



Théorème. Dans tout nombre, la somme de plusieurs 
dix^iseurs est à celle des quotients correspondants^ dans 
le rapport im^erse de la somme des ^valeurs im^erses des 
divfiseurs et de celle des valeurs inx^erses des quotients. 

Soient ^i, r/,, d^^..,^ dn plusieurs diviseurs du nom- 
bre N; 471, <7«, ^8vï y« les quotients correspondants , de 
sorte que 

je dis qu'on a 

:: ( — + — -h...-t-~) : (4--+-:7+----^-:rV 

V^i Çi Çn/ \«i «a dn/ 

En effet , les relations de condition donnent 

N N N 



_L — i! L — il J-—.II' 



donc 



\qx q, Inj 

d'où Ton déduit la proportion énoncée. 

Remarque, Dans cette relation, on peut changer en 
même temps le signe de l'un quelconque ou de plusieurs 
des diviseurs et celui de la valeur inverse du quotient ou 
de relies des quotients corres|X)ndants. 
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Ainsi, on a aussi 

Corollaire, Dans une hyperbole rapportée à ses asymp* 
totes, la somme d'un nombre quelconque (Tordonnées 
est à la somme des abscisses correspondantes, comme la 
somme des abscisses inverses est à la somme des ordon- 
nées inverses. 



JOURm DB M. CRELLE, t. XXXII (1846). 

(Voyei t. VI, p Wl.) 



PREMIER CAHIER. • 

1. Théorèmes généraux sur les dériv^ées d'un ordre 
quelconque de certaines fonctions très-générales ^ par 
M. O. ScHLOMiLCM, docteur es sciences, lecteur de 
mathématiques à l'Université d7énd. 1-7 (en fran- 
çais ) . 

G>nnaissanty"(/) et tous ses coefficients différentiels 
par rapport h y ^ on peut trouver d'une manière indé- 

pendante — — — 5 X étant une constante arbitraire. 

2. Sur la valeur que prend l'intégrale déterminée 

pour des xyaleurs imaginaires 



X 



I — A ces f — B sin f 

quelconques rfe A ^ B ; par M. le professeur C.-Ci.-J. Ja- 
coBi, à Berlin (i3 février). 8-1 3. 

Soient 

A = a 4- a' v' — 1 , B = ft -h A' v^ — i . 
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Si (ab' — a'by > a'«H- è'% rinlégrale définie est nulle ; 
si (ab' — a'by < a'* H- 4'% la valeur de l'inlëgrale définie 

est ; mais il faut que la partie réelle du ra- 

dical soit positive. 

3. Mémoire sur les différentes manières de se servir de 
Vélasticité de Voir atmosphérique comme jorce mo" 
trice sur les chemins de fer y une de ces manières con- 
stitue les chemins de fer atmosphériques proprement 
dits 5 par Féditeur. i4-58 (en français) [*J. 

-i. Sur la théorie des fonctions elliptiques ^ par M. Ei- 
sEKSTEiN, docteur en philosophie à Berlin. 59-70; 
continuation du n" i4 du tome XXX. Observations 
sur les formules transformatoires. 

S. Sur les fractions partielles ^ par M. Eisemsteim, à 
Berlin. 71-74» 

Soit fî = o une fonction entière en x de degré «; x" 
a pour coefficient Tuuité, et les autres coefficients sont 
des fonctions de y 5 Xj, J^j,.*-? ^n étant racines, on a 

Io6ll = 2log(jr-x^), 
«l , eu différentiant , 



De là Fauteur déduit les quatre théorèmes relatifs aux 
fractions partielles, qui sont le sujet d'une dissertation 
spéciale de M. Jacobi , publiée en iSsS*, système de théo- 
ràmes dont l'illustre analyste dit : u E theorematis, quœ 
» in elementis algebraicis traduntur^ vix exstat aliud ma- 
n gis utile in a^quationibus maxime diversis. » 

•' *) Imprimé k Pari», chez M. Bachelier. 
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Les auteurs français d*élénients conuaissent une ma- 
nière très-courte d'établir des propositions que M. Ja- 
cobi déclare être des plus importantes de Talgèbre élé- 
mentaire; ils ne les donnent pas. 

6. Théorèmes dont les propositions connues sur les 
courbes parallèles sont des cas particuliers ; par M. le 
professeur J. Steiwer. 75-79. 

Soient deux courbes quelconques A et B dans le même 
plan, a un point sur la courbe A, et i un point corres- 
pondant sur la courbe B, où la tangente en a à la courbe A 
est parallèle à la tangente en Z^ à la courbe B ; supposons 
que les deux tangentes s'enroulent sur les courbes , mais 
en restant toujours parallèles, et soit a^ et b^ une autre 
position : aa, et iJ, sont des arcs correspondants. Pre- 
nons pour pôle un point quelconque P dans le plan des 
courbes et concevons un rayon vecteur Pi mené à un 
point de la courbe B; par le point correspondant a, 
menons vers la convexité une parallèle ac à Pè, telle 
qu'on ait ac = Pi ; le lieu du point c sera une troisième 
courbe C formée de Tare ce, . Quelle que soit la position du 
pôle P, on aura toujours liii arc cci congruent et homotlie- 
tique, c'est-à-dire qu'un arc pourra être placé sur l'autre 
par un mouvement de translation sans aucune rotation. 
Si on mène les rayons vecteurs aux points de Tare aa, et 
qu'on fasse la même construction , on aura une quatrième 
courbe congruente elsjmétrique kla. troisième •, c'est-à-dire 
que, pour opérei* la superposition, il faudra une rotation 
de 180 degrés. Si Ton joint deux points correspondants a 
et J, et qu'on mène par un pôle P une parallèle "Pd = ab^ 
le lieu du point d est une cinquième courbe égale à ccx 
et homothétique ou symétrique, selon le sens suivant 
lequel on mène la parallèle. Dans chacune de ces trois 
rourhcs, l(\s tangentes aux points correspondants sont 
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parallèles , et la longueur de Tare est égale à la diiliérence 
des deux arcs aai, bb^. Si, dans la construction de la 
troisième courbe , on mène la parallèle du côté de la con- 
vexité , on obtient une courbe dont la longueur est égale 
à la som.me aai -h- bb^ . Si la courbe B est un cercle et 
qu'on prenne son centre pour pôle P, on est ramené aux 
propriétés des courbes parallèles. Des constructions sem- 
blables ont lieu pour des sui-faces. 

Ce Mémoire a été lu dans la séance du 26 mars 1S46 
de TÂcadémie de Berlin , et , à la même séance , M. Steiner 
a établi les propositions importantes sui vantes : A deux co- 
niques A et B dans un plan correspondent toujours quatre 
coniques C telles , que la conique B est , par rapport à C , 
la polaire réciproque de A ; ces quatre coniques ont des 
relations telles, que l'une détermine les trois autres. Pour 
les surfaces du second degré, il y a huit solutions, entre 
lesquelles existent encore des relations mutuelles. 

7. Sur un moyen général de vérifier F expression du 
potentiel relatif à une niasse quelconque homogène 
ou hétérogène y par M. G. Lejeuwe-Dirichlet. 80-84 
(en français). 

On sait qu'on appelle maintenant potentiel Fintégralc 
triple qui exprime la somme des éléments d'une masse , 
divisés chacun par sa distance à un point quelconque; les 
propriétés de cette fonction si importante dans la théorie 
newtonnienne de l'attraction ont été étudiées par l'im- 
mortel Gauss , auquel on doit le nom qui désigne la fonc- 
tion. L'objet de ce Mémoire est de démontrer que ces 
propriétés n'appartiennent qu'à cette fonction , et pas à 
aucune autre. 

8. Sur fa stabilité de l'équilibre^ par M. G. Lejeunk- 

DlRICHLET. 85-88. 
L'auteur montre rinsuflTisancc des démonstrations cir 
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Lagrange et Poisson fondées sur la théorie des critériums 
du maximum ; il en donne une indépendante de ces cri- 
tériums, et il termine par signaler une erreur commise 
par plusieurs géomètres (Poisson, Traàé de Mécanique , 
tome U, page 49i)* INous donnerons la traduction de ce 
Mémoire instructif. 

9. Observation sur la théorie des nombres'^ par M. le 
professeur Sterw, à Gottingue. 89-90. 

I . p nombre premier de la forme 8 /* + i , de sorte 
qu'on a /? = c* -}- 2 rf*; 

^_ ^^ _ 4" + ..4" + 2...5/, ^^ ^^^^^ ^ ^ Jacobi)n, 

1.2.0. . . n 

±ic =/> (théorème de M. Stern), 

le signe supérieur lorsque c est de la forme 8 -(- 1 ou 
8-f- 3, et le signe inférieur lorsque c est de la forme 8 H- S 
ou 8 H- 7. 

10. Approximation de la quadrature du cercle, 91-92. 
Soient AOB le diamètre d'une circonférence et COD le 
diamètre perpendiculaire ; par C on mène une parallèle au 
diamètre AB, et, par conséquent, une tangente au cercle. 
Dans le quadrant AC inscrivons la corde AS = AO = 15 
prolongeons le rayon OS jusqu'à ce qu'il rencontre la 
tangente menée en C, en T^ prenons sur la tangente 
'rZ = 3 AO, de manière que C soit entre T et Z. La dif- 
férence entre la longueur de la demi-circonférence ACB 
et la droite DZ==3,i4i533 sera un peu moindre que 
le pyjyj du rayon AO. Si Ton prend sur la tangente 
ZCK = ZD, alors l'aire du triangle ZDK, lorsqu'on a 

C) Le point placé sur celte lettre indique le multiple de la quantité 
qu'elle surmonte; notation leibnitzienne que j'ai adoptée pour éviter 
l'écriture incongrue des congruenccs. 
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C06 X = tang jT = 38 . n*\ et cos ri , est à peu près égale au \ 
de la circonférence. 

On trouve cette construction simple dans une brochure 
publiée à Hambourg, par M. INicolaï Nawretzky, membre 
de l'Académie de Saint-Pétersbourg. 

Fac-simile d'une Lettre de Maupertuis , datée de Pots- 
dam, le 18 août, sans millésime, et adressée à M. de 
Prémontval. 

On y trouve encore 7 'ay, et vous enx^oyerezy luy, fériés. 

(La fin prochainement.) 

1^------ ■■_! I 

QUESTIONS: 



100. Inscrivant une droite dans l'angle des asymptotes 
d*une hyperbole , de telle sorte qu'elle intercepte un tri- 
angle dans cet angle et un segment dans Thyperbole^ la 
droite allant en s'éloignant du centre parallèlement à elle- 
même, la limite de Faire du segment divisée par Faire du 
triangle est égale à l'unité. 

101 . Soient PT (fig» 9, PI- 1) une courbe sphérique, O 
un point fixe sur la sphère, et PQ un grand cercle tangent à 
la courbe en P. Menons un grand cercle par O faisant avec 
OP un angle POR, complément de OPQ \ abaissons de M, 
milieu de OP, un arc MN perpendiculaire à OR, et pre- 
nons le point R de manière que OR soit divisé en parties 
^ales à N. Le grand cercle RS, tangent à la courbe, lieu 
de R, fera avec OR un angle ORS égal à OPQ. 

Remarque, En faisant dériver d'une courbe donnée 
quelconque une série de courbes se succédant d'après la 
loi indiquée, le théorème qu'on vient d'énoncer nous 
fournira une formule pour la rectification d'une quel- 
conque des courbes de cette série. (Strebor.) 

102. Trouver des nombres rationnels satisfaisant aux 
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deux équations 

X» -i- j' — 1 = z\ 

x^ — j' — 1 = «' (Lilavati, sect. IV, règle 59-60). 

103. Étant donne un triangle plan, soient trois para* 
boles, ayant même foyer, dont chacune est touchée par 
deux côtés du triangle; si Ton mène à la première de ces 
paraboles la tangente qui coupe perpendiculairement le 
troisième côté du triangle , et , de même pour les deux 
autres, les trois droites qu'on obtient ainsi , seront toutes 
tangentes à la même parabole, homofocale avec les trois 
autres. (Strebor.) 



GUBATURB D'UN POLYÈDRE A FACES TRAPÈZES, 

d'après m. C. KOPPE , à Soest. 

(Crelle, t. XVUl, p. 275, i838.) 



I. Lenurie, L'aire d'un polygone est la somme de 
termes dont chacun est le demi-produit de deux côtés du 
polygone par le sjnus de Tangle qu'ils comprennent [voir 
lome \II, page 348). 

II. Théorème. Un corps ayant pour bases deux po- 
lygones parallèles, et pour faces des trapèzes, est équi- 
iraient à un prisme ayant pour hauteur la dislance des 
deux polygones, et pour base Vaire de la section paral- 
lèle faite à égale distance des deux bases, augmentée 
de la douzième partie de l'aire d'un polygone qui a les 
mêmes angles que les polygones, et qui a pour côtés les 
différences de leurs côtés homologues. 

Démonstration, Soient aj, a»,..., a^ les côtés succes- 
sifs du polygone supérieur, et ii, />t v? ''* les côtés cor- 
respondants de la basr inférieure; aj et />,, a, et Af, etc., 
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sont parallèles. Soit h Tintervalle des bases. Désignous par 
(aj,a^) l'angle de deux côtés a^, a^\ ou a («^a^) = (^p^^^)' 
Â une distance x de la base supérieure, faisons une section 
parallèle aux bases, et soient z^^ ^i^..., z^ les côtés cor- 
respondants à a, , as , . . . , a^'^ on aura 

et 

^p = fip'- [op — bp) -, z, = «^ — [a^ — ^?) ^' 

A, B désignant les aires respectives des bases, et Z l'aire 
de la section , on a , d'après le lemme , 

A = y 2j OpO^ Sin [OpOq] , 

B = \l\bpbq%\iï[apati), 
Z = \l\zpZq sin [apa^) y 

ou mettant les valeurs de ZpZ^^ il vient 

Op flq (2 ap Og T- fipbq — Oq b pi j 

Z = ?2| ^, * \smapa, 

H- [op — bp) [ag — bq) - 

V désignant le volume des corps , on a 

V= I Zdx = ~jh'L{2apaq -hfl^Aç-f- 2bpbç)s\napa^. 

Soit V le volume du prisme qui a pour hauteur h et pour 
base la section parallèle passant par le milieu de /z; on a 

V =r 1 hl [ap H- a^) [bp -4- b^) sin OpO, , 
V — V = Y7 /'2 [ap — bp) [aq — bq) sin UpO^ ; 

or cette différence est la douzième partie d'un prisme 
ayant pour hauteur h et pour base un polygone équi angle 
aux bases, et dont les côtés sont a — i, a^ — bp et 
a„—b^. C. Q. F.D. 
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CoROLL AIRES. I**. Cône tronqué à bases circulaires. 
Soient h la hauteur d'un cône tronqué , r et p les rayons 
des bases; on aura 

V = irA[(4:^)V-^!(p-r)']. 

2^. Cône tronqué elliptique. Soient A. la hauteur, ai, at 
les demi-axes principaux d'une base, &i, b^ les demi-axes 
principaux de Tautre base \ on aura 

3^. Hexaèdre trapézoîde. Les bases étant aussi des 
trapèzes, soient a,, a^ les côtés parallèles d'une base et c 
leur distance, b^^ b^ les côtés parallèles de Tautre base et d 
Tintervalle; on aura 

1 2 T" "*■ Tï(«.— ^.+«»— ^'^"T" J* 



RESOLUTION GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS DES QUATRE 

PREMIERS DEGRÉS; 

Pae m. p.-g. eisenstein. 

( Journal de M. Crelle , t. XXVI, p. 8i.) 
Traduit par M. Lbbesgub. 



Dans la résolution des équations de degré éleré , on se 
contente à Fordinaire, à ce quMl semble, de démontrer 
leur possibilité, tandis qu^on se laisse détourner de la dé- 
termination effective du résultat final, par la prolixité 
du calcul ; je donne ici le résultat final complètement 
développé pour les quatre premiers degrés. Je prends une 
équation tout à fait générale , sans ces restrictions que 
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le coefficient du premier terme est l^unité, et que celui 
du second terme est nul, ce qui ne fait que nuire à l'é- 
légance et à l'expression du vrai caractère du résultat 
final. 

I. L'équation du premier degré ax -\- b = o donne 

a 

n. Pour la résolution des équations des deuxième, 
troisième et quatrième degrés , il faut introduire deux 
nouvelles fonctions ç (X) , ^ (i) déterminées par les équa- 
tions 9* (X) = X , y' (X) = > . 

La fonction f (X) a deux valeurs db f (X) tandis que 
Tautre prend trois valeurs qui se déduisent d'une seule 
de la manière suivante : 



où p représente l'expression 7 [ — i -f- v'( — 3)]. 

Si l'on représente, pour abréger, par A , B, C, D, E, F 
les fonctions homogènes qui suivent : 

A=zb* — aCf B = 3abc — a^d—^b\ 

C = a^d^ — 3 6*c» — 4^^ + 4 ^^^ — Gabcd, 

D = fl^ -h 3 c» — 4 *^> •'' = ^^' "*" ^'* — ace — 2. bcd -h c\ 

F = 27 a^d' -f- 27 b^é^ -h i8a'c»«» — ^ b^ c^ d^ -^ S^ a^ cd^e 
-^S^abc^e^-- loSabcd*— loSb^cde -h(^ab^d^e 
-H 54^»^^^' -|-54^'^«-f- iSoabc^de — 81 ac*e —-'a^r" 
-I- 64 b^ d^-h 1 2 û' bde\ 

los racines de Téquation quadratique générale 

a.r* -I- 2 èar -h c = o 
seront 

x==i[-6±(p(A)]. 
a 

in. Pour Téquation cubique générale 

fi.T^ 4- 3 b.T^ -^ 3cx -{- d = o. 
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on trouvera 






OU 



a = |[B4-a,(C}], p = HB-«?(C)]; 

et les valeurs correspondantes des deux fonctions ^ (a) , 
^ (/3) seront complètement déterminées par inéquation 

IV. L'équation générale biquadratique 
donne 



ou 



•^= -[—*—? (7) -+- ?(^"^ - ?(«)]. 
^=-[— ^ — ?(7)— ?(^)-H? («)] , 



7 = A-t-ia[4,(Ç)4->K«)], 

e=A-H^a[p»|(Ç)+p,|,(«)], 

„_ 9E-y(3F ) 

9 9 

Pour la détermination des valeurs correspondantes, on 
emploie les deux équations 



^^ 9E + y(3F) 
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Les racines de Téquation générale du cinquième degré 
prennent une forme toute semblable quand, outre les 
fonctions f(X) et t)i(X), on introduit encore une nouvelle 
fonction x(X) déterminée par Téquation 

Je reviendrai, dans une autre occasion, sur les pro- 
priétés remarquables et la formation des fonctions homo- 
gènes qui se présentent dans les formules pour la réso- 
lution des équations algébriques, et je montrerai leur 
usage dans la théorie des nombres. 



TBÉORÊMES D HOMOGÉNÉITÉ. 



I. M. Olto Hesse, professeur à Kœnigsberg, a eu l'in- 
génieuse idée de représenter les cooidonnées d'un point 

sur un plan , non pas par x ety^ mais par - * "^ ^ de même 

un point dans Tespace par ~ > - 1 - ; z et m sont des dénomi- 
nateurs quelconques. Pour exprimer qu'un point a pour 
coordonnées -7- î ^9 on écrit (x'^y'^ z') -, ces conventions 

établissent dans les formules une symétrie qui n'existe 
pas dans les conventions usitées, et rendant homogènes les 
équations descriptives des lignes , permettent de leur ap- 
pliquer les propriétés des fonctions homogènes. 

II. Exemple. 1^. L'équation ordinaire d'une droite 

est ay -^ bx + c = O'^ si l'on remplace j^ et x par -» ~> 



(•) ;^(A) = A— A*-h 10.— j— i5. 14. -57 —20.19.18 -Tj — • •• 



Àsin. de Maihcmat., U VIII. (Mars 1849} S 



( «14) 

elle devient aj^-H Aj:-4-cr = o, homogène en x, j^, z. 

a^. L'équation ordinaire d'une droite passant par deux 

poinU est y (x' — x")->rx{^y" — y') 4- j'x" — xy^=:o; 

remplaçant jr, X, y', x\y\ ^'^ P^** ï' J' 7' 7' ? ' ^ ' 

on obtient 

X (7 V) -h^(«'x'') 4- « (j^y") = o, homogène et symétrique. 

Les quantités entre parenthèses sont des binômes alternés 
ou des déterminants à deux éléments. 

3®. SoitF(x, j^)=oréquationd'uneligne;réquatîonor- 
dînai re de la tangente es t j-D y + xD,^ — y ' Dy — x' D,r == o, 
où Dy représente ce que devient la dérivée de F (x, y) par 
rapport à j^, quand on remplace x et j^ par x', y^ coordon- 
nées du point de contact. Remplaçantdonc, dans Téquation 

F(x, j)=o, X et y par - et - » elle devient 9(x,y, x) =0, 

homogène en x , 7^ , s ; et Féquation de la tangente prend 

la forme symétrique x\^^ -h j^Dy -h zD^ = o : — , ~ sont 

les coordonnées du point de contact \ Y^^j est la dérivée de f 
par rapport à x, etc. Ainsi, Téquation rendue homogène 
d'une conique est 

l'équation de la tangente est 

a:[aCr'4- B/ -4. E«'] +r [2 A/ 4- B^-M>«'] 
-f- a [ 2F»' -f- Dy -f- Er']== o. 

4*^. Soit Ax ■+- Br 4- Cz H- Du = o l'équation homo- 
gène d'un plan ; celle d'un plan passant par ti*ois points 
donnés est 

Dans cette équation, les quantités entre parenthèses 
sont des déterminants A trois éléments. On sait qu'on ap- 



( ««5 ) 

pelle aujourd'hui déterminants à n éléments , les déiiomi* 
nateurs communs aux n inconnues de n équations du 
premier degré , les coefficients étant tous représentés par 
des lettres. 

5". F(xjJsu) = o étant Téquation homogène d'une 
surface , Téquation du plan tangent est 

D^ est La dérivée de F par rapport à x^ dans laquelle les 
coordonnées Yariables sont remplacées par les coordon- 
nées du point de contact. 

lU. Lemme» Étant données n équations littérales , ho- 
mogènes du premier degré à n inconnues et de cette forme 
«i'3Ci -f- «t^t -!-...-♦- anXn = O5 le déterminant est nul, 
de degré n^ et chaque coefficient est du premier degré 
dans chaque terme. 

Démonstration. On a n équations entre les n — i rap- 

ports — > — V9 ') donc, etc. 

IV. Théorème fondamental . Soit 

F, = o , F, = o , . . . , F« := o 

un système de n équations homogènes^ littérales entre 

les n inconnues j?| , j?i , . . . , jr» ; Fi est du degré p^^ Ft du 

degré ;;,,..., F» du degré ;?„. Soit piptp^ * Pn = P. 

En éliminant les inconnues , on parvient k une équation 

homogène entre les coefficients. Les coefficients de Fi 

p 
montent dans chaque terme au degré —9 les coefficients 

p 
de Ff au degré —9 etc.; conséquemment le degré de Té- 

quation estPf 1 h. ..H — )• 

^ \P^ P^ PnJ 

Démonstration, On peut éliminer entre ces n équa- 
tions les n — I rapports — > — v> et l'on parvient ainsi 

8. 
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à une équation nécessairement homogène entre les coeffi- 
cients, équation désignée sous le nom de résultante. 
Concevons la fonction Fi décomposée en px facteurs de la 
forme «iXi -+- «iXi -h . . . -f- a^x^, de même Fj en /?, de 
ces facteurs , et ainsi des autres. Prenons un facteur de Fi , 
un deuxième de Fi, un troisième de F3, etc.; les égalant 
à zéro, on aura n équations du premier degré , homogènes 
entre n inconnues. D'après le lemme III, on aura un dé- 
terminant nul de degré n , dans lequel chaque coefficient 
entre au premier degré : on obtient ainsi P déterminants; 
le produit de ces P déterminants est identique avec la ré- 
sultante. Pour fixer les idées, soit p, = 3, de sorte que 

F = AjTJ -h Bx^ or, -h. . . , 
et 

il est évident que dans le produit des P déterminants, ax 

p 
entrera à la puissance —9 de même bx et Ci; donc ^i^iCi 

p 
ou A ne peut entrer qu'à la puissance — 9 et on démontre 

de même qu*en général les termes de la résultante sont 

de degré — par rapport au coefficient de Fj, et ainsi des 

Pn 

autres; donc, etc. 

Nota. Ce théorème important est énoncé sans dé- 
monstration dans un Mémoire de M. Cayley (Ceelle, 
t. XXXIV, p. 90; 1846). 

V. Problème. Tfvui^er V équation du système de droites 
tirées d*un point donnée dans le plan de deux courbes 
aux points d'intersection. 

Solution. Soient 

(i) F(ar, 7, z) = o, 
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les équations données des deux courbes planes. F est du 
degré n, et y* du degré m; x\ y\ z' sont les coordonnées 
du point donné , et x", j^", z^' les coordonnées d'un point 
quelconque pris sur une de ces droites : l'équation de 
cette droite est donc 

Eliminant x, y^ z entre cette équation et les équations (i) 
et (2), on obtient, d'après le théorème fondamental, une 
équation homogène de degré mn par rapport à [ j^'-z"], 
[z'x"]j [pc'y"^ \ cette équation peut se décomposer en mn 
facteurs linéaires par rapport à -z", jc", y"^ et dont les 
coefficients sont des fonctions irrationnelles de x', y\ z\ 
Chaque facteur égalé à zéro appartient à une des droites 
en question : donc l'équation représente le système de ces 
lignes^ de sorte que x"^y"^ z" sont les coordonnées cou- 
rantes de ces droites. 

Yi, Trouver Véquation du système des tangentes me- 
nées d'un point donné dans le plan d*une courbe à cette 
courbe. 

i" Solution. Même notation ; F (x, j-, ^) = o, équa- 
tion de la courbe de degré n. Si Ton élimine j:,j^, z entre 
les trois équations 

(i) F=o, 

(3; ^yz^'] -hjr[r.V'] + z[xy^^]= o, 

le résultat est une fonction homogène de degré n{n — 1) 
par rapport à [y'^''], [^'j"]? [^'j"] 1 car Téquation (i) 
est de degré n, l'équation (2) de degré n — 1 , et cette 
fonction est de l'ordre n par rapport à x', y\ z\ Les coef- 
ficients de F se trouvant dans l'équation (i) et dans l'é- 
quation (9) j ils sont donc dans chaque terme du degré // 
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et du degré n — i, c'est-à-dîre du degré an — i-, mais 
réquatkm résultante , d'après sa nature , renferme un fac- 
teur rationnel linéaire par rapport aux coefficients de F, et 
qu'on obtient en remplaçant dans F = o, x^ y^ z par 
x\y' z\ car on a l'identité 

dY dY dF 

's^-^^53^-^'^ = ''^ = ^- 

Otant donc ce facteur, la résultante n^est phis que du dé- 
gré a (n — i) par rapport aux coefficients de F : c'est ce 
qu'on nomme la résultante réduàe. 
. Observation. Faisons X = [/ir"], Y = [z'a:''] et 
Z = [x'/"]*, substituant dans la résultante réduite, on 
obtient une équation de d^é n[n — i) par rapport à 
X, Y, Z, et qui n'est autre que celle de la polaire récipro- 
que deF = o par rapport à lacoDiquex*-|-j^*-|-2:* = o; 
Téquation (a) est celle d'une droite tangente à la courbe 
F = o. Soient x^^yi^ z^ les coordonnées du pôle relati- 
vement à la conique, on a 

_, dV dV . dF 

dz=z-—, rzs—'i /=—-• 
dx dx dz • 

donc 

X, = <?, r^ = ^j «, =/ (t. II, p. 3o5), 

d'où 

^^\ ■+-//« H-**i = o. 

Ainsi X , Y, Z sont les coordonnées du pôle de la tangente, 
a* Solution, x"^ y"^ z" étant sur la tangente, on a 

et cette équation peut tenir lieu de Véquation (3) ; ainsi ^ 
d'après le théorème fondamental, la résullania est de 
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l'ordre n{n — i) par rapport à a:', jr\ z\ et de même par 
rapport à x"^y"^ z". Et quant aux coefficients de F, qui 
se trouvent aussi dans Téquation F, ils sont de l'ordre 
(n — i)* + 7i{» — i) 4-«(n — i) = (n — i) (3/i — 1)5 
mais on a vu ci-dessus que la résultante est de Tordre 
a (n — 1) par rapport aux coefficients de F : il doit donc 
se trouver ici un facteur à ôter de Tordre 

{«— i) (3/1 — i)— 2(/i — i) = 3(// — i)'. 

En effet, on trouve ce facteur en posant 

rfF dY d¥ 

_ = o, _ = o, -^=0; 

ees valeurs satisfont aux équations (i), (12), (4); car 

^F d¥ d¥ ^ 

'"di^^d^-^^Tz^''^^ 

et la résultante de ces équations est de Tordre 3 (/» — 1)' 
par rapport aux coefficients de F. 

3' Solution. L'équation (3) est satisfaite en y rempla- 
çant x,y^ Zy soit par x\y\ z'^ soit par x^\y"^ z"\ donc 
on y satisfait en écrivant x = sx' -f- tx" ^ y'=:sy' -\- ty"^ 
z = sz' -^ tz^'*^ sel t étant des quantités quelconques. 
L'équation F = o peut être remplacée par celle-ci : 

^, „dF j,dF ,,d¥ 

'^ dx ^^ dy^ dz ' 

de sorte que nous avons le système des trois équations (2) , 
(3), (5). Représentons par (F) ce que devient F en y 
remplaçant jr, y^ z par les valeurs en 5 et ^ ; nous aurons 

rf(F) d¥dx dYdr d¥ dz .,dF ,dV ,d¥ 
ds dx ds dy ds dz €is dx dy dz 

Donc Téquation 

d (F) 

ds 
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peut remplacer l'équation (2); de même l'équation 

'-^ = " 

tient lieu de Féquation (5). Eliminant 5 et t entre ces 
deux équations, ou obtient Téquation résultante. Soit 
Mafyf un terme de F et /? H- qr = /i, ce terme devient 
M.(la/'hmx^^y (Ix' -h mx'^Y *^ prenant la dérivée par 
rapport à /, on obtient pM (Ix' 4- mx^Y"^ [Ix' -f- mx"]*, 
et encore deux autres termes analogues: celui-^i fournit 
le terme /?/''"'■**'' [Ma/'^j : ainsi cette équation résultante 
est de degré n — i par rapport a /. Il en est de même en 
prenant la dérivée par rapport à in\ donc les coefiBcients 
sont de degré i[n — i) dans la résultante, c'est-à-dire le 
coefficient (M) de F sont de degré a (« — i) , et les quan- 
titésj?',y', z', x'\y\ z^sontde degré in[n — i))0U9 ce 
qui revient au même , les binômes [a:'y"], [•^^'^''Jî [j^'^''} 
sont de degré n(n — i). De là ce théorème : 

L'équation du système de tangentes menées du point 
donné (j/, y', «') à la courbe F = o se trouve en 

éliminant 5, t entre les équations -—- == o, — j-^ = o> 

as at 

[F] étant ce que devient F par les substitutions 

JT = jjt' -f- tx*\ y:=z sy -{' fj" , z-=zsz' -¥- tz" . 

L'équation résultante est une fonction de degré n[n — i) 
par rapport aux binômes alternés [j^'^"], fj^'^'^]) C-^'^" J? 
et représentant ces termes par x^ y^ z^ on obtient l'é- 
quation de la polaire réciproque de la résultante par rap^ 
port à la conique x* -^-y^ H- r' = o. 
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TIÉORÈIUS ET PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES SUR LE FOYER 
ET LA DIRECTRICE DE LA PARABOLE. 



Reuiarque. Nous mettrons ici quelques théorèines 
qu'on trouve partout, uniquement pour compléter ce 
travail. 

Problème I. Étant donnés deux points et le foyer 
d'une parabole, troui^er une équation de cette conique. 

Solution. Soient A , B , F les deux points et le foyer 
donnes, prenons ce foyer pour origine; soient j"', a:', y", 
x^' les coordonnés des points A et B , les axes étant rec- 
tangulaires : l'équation de la courbe est 

(r* + «') (^' + ^') = (^'X -f- it« — /)' (voir.i. II , p. 427). 

Faisons 

Faisons , de plus , -77=:^*, nous aurons 

(1) jr' -h ^'o/ - ^ = r' v^TT^, 

(2) r"-f- •'«" - ^7 = '•" ^T^ç\ 

Retranchant membre à membre et faisant disparaître le 
radical , nous obtiendrons 

d'où 

1 **• Obsen'aiion, Lorsque Tangle AFB est aigu , on peul 
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loujours prendre les axes de manière que les quatre coor- 
données des deux points soient positives ; par conséquent, 
r' et r" doivent être de même signe. Donc v n'a que deux 
valeurs toujour» réelles, car «^ V >- ac' x" -f-j^y , et de 

même -rn ^^ parvient au même résultat lorsque l'angle 

AFB n^cst pas aigu. 

2* Observation. Si l'on prend FA pour axe des x, les 
valeurs de \^ seront données en parties du triangle FAB. 

3® Observation, La solution géométrique revient à me- 
ner des tangentes communes aux deux cercles décrits des 
points A et B comme centres , avec les rayons FA et FB ; 
les deux cercles se coupant au point F, il n'y a que deux 
tangentes, lesquelles sont les directrices des deux para- 
boles qui répondent à la question. 

4® Observation. Lorsque les deux points et le foyer 
sont sur la même droite, la parabole se réduit à cette 
droite, et la directrice, perpendiculaire à cette droite, 
passe par le foyer. Les points de la droite sont alors à 
égale distance du foyer et de la directrice ; ce qui caracté- 
rise la parabole. 

Problème II. Étant donnés le foyer et un point d'une 
parabole y trouver i^ le lien du sommet^ a® Vens^eloppe 
de la directrice. 

Solution. Conservons la même notation. L'équation 

de la directrice est y -{-^x — -77 = o ; l'équation de Taxe 

A* 

principal est uy — x = o. Éliminant v entre ces deux 
équations, après avoir remplacé 77 par sa valeur tirée de 

te 

Téquation (i), on a pour le lieu du point où l'axe ren- 
contre la directrice , Téquation 

équation d*unp nplanèliqnv. (tome IV, page 4^6). C'est 
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le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d^nn point 
du cercle {j" — y')* + (x — x^y = i^* sur les tangentes à 
ce cercle. C^est aussi une [épie jcloïde (t;. t. UI, p. ia4). 
L'origine est un point conjugué à la courbe, comme cela 
doit ètre^ ce point disparait. En passant slux coordon- 
nées polaires , on a 

z cos 2 (p — jr' 5\nff-\- a/ cos ç = ± ï'', 

équation d'une courbe facile à construire. Il est évident 
que le lieu du sommetcst une courbe semblable à celle-ci , 
de dimension moitié moindre et semblablement située 
relatÎTement au foyer. 

Directrice, Éliminant j, de l'équation de la directrice, 

on obtient 

prenant la dérivée relativement à ^, on a 
d'où 

EUevant l'équation {b) au carré et combinant cette nou - 
velle équation avec l'équation (a), on déduit 

p » =3 i i , I -4- i»' =r ; 

r''— (x — a/)> ^ — r'« — (x — a/)'' 

substituant ces diverses valeurs dans Téquation (a) , on 
obtient 

L'enveloppe des directrices est donc le cercle décrit du 
point donné comme centre avec un rayon égal à r'. 
Observation. Nous donnons ce calcul comme extT- 
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cice , car les résullals sont intuitifs et s^obtienneiit immé- 
diatement. 

Problème III. Étant donnés le foyer, un point tïune 
parabole et une droite tangente, trouver une équation 
de cette conique. 

Solution, Même notation que ci-dessus, et de plus 
dy -f- ex-\-f^=^ o Téquatiou donnée de la tangente^ on a 
la relation 

77 {d' 4- e^) + ^f{d H- »;éf) = o (t. II, |>. io8). 



Celte équation et Téquation (i) font connaître, par des 

1 



équations du second degré , les valeurs de i' et de -77 qui 



déterminent Féquation de la courbe. 

Obseruation , On peut choisir les axes de telle sorte qu'on 

ait e = o : Ton trouve alors 77 = 3- î c'est l'ordonnée 

A' U 

du point où la directrice rencontre Taxe des ^, c'est- 
à-dire la parallèle à la tangente menée par le foyer, 

oitlonnée qui est double de Toixionnée — ^ du point où 

la tangente rencontre l'axe des y. Substituant cette va- 
leur dans Téquation (i) , on obtient 

j' -h PJr' -h ~- = /•' v/i 4- i'* , 

résultats auxquels on peut parvenir immédiatement. 

Problème IV. Étant donnés le foyer et une tangente, 
troui^er Venv^eloppe de la directrice et le lieu du sommet. 

Solution. Abaissant du foyer une perpendiculaire sur 
la tangente, le pied de la perpendiculaire est le point 
enveloppe des tangentes au sommet ^ donc le lieu du som- 
met est une circonférence décrite sur la perpendiculaire 
comme diamètre. Prolongeant la perpendiculaire d'unt 
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longueur ^ale à elle-même, on obtient le point enve- 
loppe des directrices. 

PROBLkME V. Etant donnés le foyer et deux tan- 
gentes y trouver une équation de la courbe. 

Solution. Conservons mêmes axes, même origine, 
même notation qu'au problème I. L'équation de la courbe 
est 

Soient dy -h ex -1-/^= o, d'y -f- e'x 4-/' = o les équa- 
tions des deux tangentes ; on a donc les deux relations 

-p (^ 4- tf») -h 2f{d + ve) = o, 
i.(rf'^ + ^«) 4- 2/'K + Pif') == o; 

cesdeux équations du premier degré entre «^ et 77 donnent 

les valeurs de ces inconnues : il n'y a donc qu'une so- 
lution . 

Solution géométrique. Du foyer on abaisse une per- 
pendiculaire sur une tangente , on la prolonge doublée , 
ce qui donne un point de la directrice-, l'autre tangente 
donne un second point. 

Phoblème VI. Étant donnés le foyer, une tangente 
et le point de contact, troux^er une équation de la 
courbe. ' 

Solution, En prenant les mêmes notations, soient x', 
y' les coordonnées du point de contact ^ on a les deux 
équations 

pV'H- 2^1^-^ -f- — ^ 2xV 4- ar';f7 = O» 
p (rf» -h <?») -h 2/(// -+- ve) = o , 

qui donnent deux valeurs pour les inconnues p et \^\ on 
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peut choisir les axes de manière quW ait e^o, ce qui 
abrège le calcul. 

Solution géométrique. La solution géométrique ne pré- 
sente aucune difficulté. 

Problèmb Vn. Étant donnés trois points et la direc- 
tion de l'axe, trouver l'équation de la courbe. 

Solution. Prenons le point A pour origine , le diamètre 
qui y passe pour axe des jr, et les axes rectangulaires. 
Soient x', y', jc", y" les coordonnées des deux autres 
points; Téquation delà courbe est de la forme 

^» + Dr-4-Ex = o. 

On détermine D et E au moyen des deux équations du 
premier degré 

lesquelles donnent 

D (7 V — a/y") = a/y"^ — «"/'% 

On a ^ 

;t = 2E, k' = Oy iz=:D\ /' = ES L = E% N=!; 

donc a et |3 étant les coordonnées du foyer, on a 

D» — E» 1> , „ ,, ^ 

a = — /-= — > /8 = (t. II, p. 432) et pour le sommet, 

4K 2 

4EX-I-D* — E' = o, équation de la directrice. 
La solution géométrique s^obtient en faisant passer le 
diamètre par le milieu d^une des cordes données. 

Problème VIII. Étant donnés deux points et la di-^ 
rection de F axe, trouver i^ le lieu du foryer^ 2® le lieu 
du sommet. 

m 

Solution. Même notation et même système de coor- 
données que pour le problème précédent. On a 

Dr' -h Et' = — y'% D r= — ap, 

E'-h4aE = 4p% Er'= 2Pj'— ^'«. 
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Éliminant E, on obtient, pour le lieu du foyer, 

équation d'une hyperbole. 

Les coordonnées du centre sont jx', { y\ et les équa- 
tions des asymptotes sont 

ap— r' = o, 

2p(x'»-7'«)— 4ax>' + ^'(j'»-+.x"), 
j/p« — 2/'Pa 4- j^'*a = o, hyperbole, lieu du sommet. 

Les coordonnées du centre sont ~ x^ et \y\ et les asymp- 
totes sont parallèles aux droites ]3 = o, |3a:' — a ay* = o. 

Problème IX. Étant donnés deux points, une tan- 
gente, la direction de Vaxe, troui^er une équation de fa 
courbe. 

Solution, Même notation et même système d^axes qu'au 
problème précédent. Soit dy + ex -hf= o l'équation 
de la tangente. 

On a pour condition de tangence 

[El/— D<?J»4-4<s/ï= o (t. II, p. io8) 
et 

Par i*élimination de D, il vient 
d'où 

Problème X. Étant donnés un point, une tangente 
et la direction de l'axe, troui^er i^ le lieu du foyer ^ a** le 
lieu du sommet. 

Solution, Prenons le point pour origine, la direction 
de l'axe pour axe des x, et les coordonnées rectangulaires^ 
Téquation de la parabole est 

7»-f- Dr + Er = o. 
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Même noution qu'au problème précédent^ ainsi on a , 
pour condition du contact , 

(E^— D(?)'H-4c^F=:o. 

On a , en outre (voir Problème VII) , 

D» — E« . D 

« = -41-' P=-5" 

Éliminant D et E entre ces trois équations, on obtient 
une équation du quatrième degré qui se décompose en ces 
deux autres ^ 

p'rz: o, p'id' — C'Y rh ^ap{(P^e')de ■+■ /^ a' d" e^ -^ 8 de^/p 

-4^/a — 4e»y^ = o. 

Cette dernière représente une parabole dont la direction 
de Taxe est donnée par Téquation 

P (rf» — éf») H- a a<fc = o. 

Lorsque f= o, Torigine devient un point de contact^ la 
parabole se réduit à cetle droite, ce qui est évident à 
priori, et cette droite fait, avec Taxe des x, un angle double 
de celui que fait la tangente avec cet axe. 

Le sommet (voir Problème VII), D = — aj3; E = — • 

Substituant ces valeurs dans Téquation de contact, et di- 
visant par /5', on obtient 

P'rf»4-4f'^aP-|-4^a' -^^de/=: o, 

équation d'une parabole. 

Problème XI. Étant données trois tangentes et la 
direction de l'axe, trouver une équation de la courbe. 

Solution. Prenons pour origine le point d'intersection 
de deux de ces tangentes , et pour axe des x , le diamètre 
qui passe par ce point. Soient 

fly-hejc -hf=o^ d'r -he'x = 0^ fiy -^^ ê"x= o 
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les équations des trois tangentes , et 

/' H- Dr -h Ejr -h F = o. 

Les trois conditions de tangence sont ei^primées par les 
équations 

(i) E»</' — 2rfeDE-4-(D' — 4F)ff'-|-4/^F = o, 

(2) E'rf'> — 2//VDE + {D»— 4F)e'» = o, 

(3) E»</"» — 2 rf VDE + (D' — 4 F) e"^ = o. 

Éliminant D* — 4 F entre (2) et (3), et faisant disparaître 
le facteur commun d'e" — d"e\ on obtient 

(4) E (^ ^' + d'e') = 2 e'^"D. 

Eliminant D* — 4^ entre (1) et (3), on obtient de même 

Faisons , pour abréger, 

[dé — d'é) {de" — d"è) = M ; 
d'où 

DM 4- 2yî?[^V'-f.c/"e'] = o; 

EM -h4/<?^<?" = o; 

FM' — Z»^' [rf'V — £/V'y = o ; 

aM '\-fe\d'd!' — e^e"\ = o | coordonnées du foyer 
pM 4-/^ (^ V -h J V) = o ) {voir t. U , p. 482) ; 

Mx -f- 2yè \d'd" -H tfV" ] = o, équation de la directrice 

{^oir t. II, p. 433)- 

Observation. Lorsque d^d^' 4- e'e"= o, les deux tan- 
gentes sont perpendiculaires , et Téquation de la direc- 
trice se réduit à or = o, ce qui est évident à priori. 
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SUITE M U OliESTION 31 

(Voir I. VIII, p. 61 ); 

Par m. Ph. BRETON (de Champ). 



Solution générale. 

La surface que nous avons discutée ci-dessus est du 
troisième ordre , et il a faUu donner une forme particu- 
lière à son équation pour satisfaire à la condition pro- 
posée. Dans les degrés supérieurs, en prenant toujours 
Taxe des x pour la droite appartenant à la surface, 
Téquation de cette dernière doit évidemment être de la 
forme 

r-^ (a?, r, z) -H zxs (jp, Xy z) = o , 

^ ex. xs étant des fonctions entières des coordonnées x^ 
j^ z. En effet, si Ton suppose y = o, ^ = o, Téquation 
est satisfaite quelque valeur qu^on attribue h x, de sorU' 
que Taxe des abscisses appartient , comme on le demande , 
à la surface. 
L'équation 

( j — ô;r — P)>p (x, r, «) -f- (a — rx — y) ta {x, ^, z) = o 

appartient de même à une surface sur laquelle la droite 
y = bx-h ^y 2 = c.r -h y est située tout entière. II s'agit 
maintenant de voir si cette droite est la seule qui se trouve 
dans ce cas. 

Soit m le degré de la surface, posons généralement 
Y = l/x -+- (3', z = c^x -f- y', et cherchons à faire que la 
droite représentée par ces équations se trouve sur la sur- 
face. Le résultat de la substitution , ordonné par rapport 
aux puissances descendantes de .r, sera de la forme 

•V^j"* -f- A..^-^' - --H- Aî.r"- -^ -f- . . . -+- A„,.. , ^ -H A;„ — o , 
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el il faut que celle équalion soil salisiaite quelle que soit 
la valeur de x, ce qui exige qu'on ait 

;A) a, = g, a, = o, Aj =:o, . . ., A«_, =: o> A„ = o. 

De là 171 + I conditions entre les paramètres de l'ëqua- 
tiou proposée et les quatre quantités inconnues b\ c\ 
jS', y'. En éliminant ces dernières, il restera m — 3 con- 
ditions entre les paramètres connus. 

Les équations d'où dépendent i', c', /3', y' pouvant s'é- 
lever au degré m , chacune de ces quantités est suscep- 
tible de présenter, d'après le théorème de Bezout, m* 
valeurs. Si m est pair, m'' le sera aussi, et le nombre des 
systèmes de valeurs réelles des inconnues sera également 
pair. Donc il y aura , en général , plusieurs droites sur la 
surface donnée , puisque , d'après la forme de son équa- 
lion, elle en admet déjà une. Ces droites pourront 3e 
confondre dans le cas des racines égales , et alors on aura 
une surface de degré pair satisfaisant à la question. 

D'après l'hypothèse admise sur la forme de l'équation 
proposée, il existe au moins un système de valeurs de 
b\ c', /3', y' qui satisfait aux équations (A)*, donc les 
m — 3 conditions qui restent après avoir éliminé ces in- 
connues, sont satisfaites identiquement, et^ par suite, 
ne peuvent servir à limiter le nombre des solutions. C'est 
donc à rendre égales entre elles toutes les racines réelles 
s'il y en a nécessairement plusieurs, ou à n'en laisser 
subsister qu'une seule, qu'on doit tendre dans la recherche 
des surfaces sur lesquelles il n'est possible de tracer 
qu'une seule droite, sans se préoccuper des équations 
de condition qui semblent devoir se présenter nécessaire- 
ment. On disposera des signes des paramètres et de leurs 
grandeurs, comîiie nous l'avons fait pour une surface du 
troisième degré , de telle sorte qu'il n'y puisse être tracé 
qu'une seule droite , ou plusieurs qui se réduisent à un<' 
s<*uh', do même que dans le cas des racines égales. 

y- 
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POLYÈDRES RÉGULIERS ORMNAIRES ET POLYÈDRES 

RÉGULIERS ÉTOILES 

(Volrt VIII, p. 68). 

D'apeàs m. PonisoT. 



H . Soil un polygone plan de n côtés et de l'espèce />; 
si par un point O pris hoi*s du plan et par tous les côtés du 
polygone on mène n plans , on forme au point O un angle 
solide de n faces et de l'espèce p : une droite coupe donc 
les faces en a (p — i) points. Si on conçoit une sphère 
ayant O pour centre , les faces de Tangle solide couperont 
la sphère suivant un polygone sphérique de n côtés et de 
l'espèce p. Dans ce qui suit, nous ne considérerons que 
des polygones sphériques réguliers de première espèce, et 
des angles solides réguliers de diverses espèces. 

Le nombre des côtés d'un polygone régulier sphérique 
n'en détermine pas l'angle^ soient donc n le nombre des 
côtés, a l'angle, et représentons par l'unité l'aire du 
triangle trireclangle. 

L'aire de ce polygone est égale à na — 2 n -+- 4 5 sup- 
posons que, y* et g étant des nombres entiers positifs,yfoîs 
cette aire soit égale à g fois Taire de la sphère, de sorte 
qu'on a 

/(«a — 2 «-h 4) = 8^; 

il s'agit de savoir si Ton peut couvrir la sphère avec y* de 
ces polygones réguliers égaux , de manière que les angles 
se réunissent en même nombre autour de chaque point , 
et y forment un angle solide régulier de même espèce : 
alors les cordes des côtés du polygone sphérique seront 
évidemment les arêtes d'un polyèdre régulier. On ne sait 
démontrer l'existence de celte possibilité que pour u\\ 
petit nombre de cas, que nous allons examiner. 
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Soil p — I Tespèce de Tangle solide régulier, forme de 
q angles se réunissant eu un point, on aura donc 

qa = ^(p - i); 

ainsi il faut, avant tout, satisfaire aux deux équations 
/{na — 2/1 + 4) = 8g, 7fl = 4 (/? — i). 

/, n, g^ q^ p sont des nombres entiers positifs; /i et ^ ne 
doivent pas être au-dessous de 3, et/; — i doit être pre- 
mier à q : 

(A) g=zi, p=:2. 

i". /ï = 3, 47 = 3, « = 7, /=4> tétraèdre réga lier ordinaire. 
2**. /i == 3, <7 = 4 , a = i , /= 8, octaèdre régulier. 
3®. 71 = 3 , <7 =: 5, /i = J-, /= 20 , icosaèdre régulier. 

Avec cette valeur de n, on ne peut faire q égal ou su- 
périeur à 6. 



4°. «=4> </ = 3, « = j, /*= 6 , hexaèdre régul. ou cube . 

Avec cette valeur de /ï, on ne peut faire q égal ou su- 
périeur à 4- 

5". « = 5, 7 = 3, a = ^,y*=i2, dodécaèdre régulier. 

Avec cette valeur de /i, on ne peut faire q égal ou su- 
périeur à 4- 

Aucune valeur de q égal ou supérieur à 3 n^est admis- 
sible. 

(B; /, = 3. 

Le pentagone est le premier polygone qui otfre lui po- 
lygone régulier de seconde espèce ; faisons donc ^ = 5 . 

r*. /i = 3, « = 7' y^= — =; d'où, en moindre nombre, 
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Ainsi le polyèdre , s'il existe , a vingt faces triangulaires et 
recouvre sept foi s la sphère. Or on peut en effet le construire 
à Taide de i'icosaèdre ordinaire. De chaque sommet par> 
lent six diagonales ; les cinq les plus courtes sont les arêtes 
égales d*un angle solide quintuple de la seconde espèce, 
et les douze angles solides fournissent 20 triangles équi- 
latéraux également inclinés l'un sur l'autre : on aura ainsi 
un premier icosaèdre étoile. 

^^, n = 5, 7=5, /? = 3, a = 7^ d'où J=i^g. ^ est 
au moins égal à 2 \ car, les angles solides étant de seconde 
espèce, la sphère doit être recouverte au moins deux fois. 

faisant donc g^= 3, y= 12, ce solide existe et on le 
construit 'encore au moyen de Ticosaèdrc ordinaire^ de 
chaque sommet partent cinq arêtes dont les extrémités 
forment un pentagone régulier, les douze pentagones 
égaux forment un dodécaèdre étoile. 

1 2. Si dans le dodécaèdre étoile précédent, qui recouvrt* 
trois fois la sphère, on prolonge de deux en deux les côtés 
des faces jusqu'à leur rencontre, on obtient douze penta- 
gones réguliers de la seconde espèce, qui se réunissent par 
trois autour de vingt sommets, et forment un nouveau 
dodécaèdre étoile, mais formé avec des pentagones de la 
seconde espèce; il a vingt angles solides triples, trente 
arêtes , et recouvre exactement quatre fois la sphère , de 
manière que sa surface ne peut être coupée par une droite 
en plus de huit points, et que Tangle solide est de qua- 
trième espèce. 

13. Si dans le dodécaèdre ordinaire on prolonge de 
même les côtés des douze pentagones, on obtient encore 
un nouveau dodécaèdre étoile formé par des pentagones 
de la seconde espèce; mais les pentagones se réunissent 
par cinq autour de chaque sommet, et la surface du po- 
lyèdre ne recouvre que deux fois la sphère. 

Ohserx'ation. Les formules précédentes ne s appliquent 
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pas a ces deux solides, elles supposent des polygones de 
première espèce. 

1 4. Ces quatre nouveaux polyèdres réguliers , une des 
plus belles découvertes de M. Poînsot et de la géométrie 
moderne <, sont les seuls dont l'existence soit constatée. 
Exisle-t-il encore d'autres polyèdres réguliers et dont le 
nombre de faces ne soit pas un de ceux-ci, 4 j 6, 8, 12, 
20? L'impossibilité est démontrée (Cauchy, Journal de 
V École Polytechnique, 16® cahier, page yS , 18 13) (*). 

La difficulté de se représenter ces solides est sans doute 
cause de l'abandon de cette élude, qui aurait peut-être 
un intérêt même pour la physique. Est-il donc impos- 
sible que la nature ait employé des polyèdres étoiles dans 
la formation intégrante des cristaux? Qui répond que des 
phénomènes de réfraction ne se rattachent pas à cette or- 
ganisation? En tous cas, il serait utile que ces nouveaux 
corps réguliers fussent construits et placés dans les ca- 
binets d'histoire naturelle dos collèges avec les autres 
polyèdres, pour aider aux démonstrations cristallogra- 
phiqucs. 

15. On sait que, sous le rapport analytique, la théorie 
des polygones réguliers étoiles est un cas particulier de la 
théorie des racines de l'unité, exprimées trigonométri- 
quement. On en voit des exemples dans les beaux Mé- 
moires de MM. Rcalis, Amiot et Lebesgue (t. II, p. 3 
et 147; t. m, p. 264, t. V, p. 683). On est bien loin 
d'avoir quelque chose d'analogue pour les polyèdres régu- 
liers étoiles: c'est que les divisions en parties égales de 
la circonférence sont illimitées, tandis que celles de la 
sphère sont limitées. 

16. Les centres des faces des cinq polyèdres régidiers 



{' / Nous verrons quo les deux premiers polyèdres de M. Poinsul appar- 
tiennent à Kéftlet {Harmoniccs Mundi, \ib. 11 , prop. XXVI). 
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ordioaires donnent: i^ pour le tétraèdre, un second té- 
traèdre régulier ; a" pour le cube , un octaèdre ; 3** pour 
Toctaèdre, un cube^ 4^ dans le dodécaèdre, un icosaèdre; 
5^ dans Ficosaèdre, un dodécaèdre; de même dans les 
quatre polyèdres de M. Poinsot, 

17. Les points milieux des arêtes dans les cinq corps 
réguliers donnent: i*' tétraèdre, un second tétraèdre-, 
a° cube, un corps semi-régulier construit sous huit trian- 
gles et six carrés , un des treize corps dits archùnédiques; 
3° octaèdre, le même corps archimédique que pour le 
cube; l(^^ àoàécdibàve ^ autre corps archimédique construit 
sous douze pentagones et vingt triangles; 5" icosaèdre, 
même que le précédent. 

18. Note historique. Nous renvoyons à V^perçu 
historique (page 47^, "837) , où ce sujet est traité avec 
la sagacité et Térudition particulières à ce célèbre géo- 
mètre. Boëce (vi*^ siècle) connaissait déjà le pentagone 
étoile ; il en parle avec une obscurité que M. Chasles 
parvient à dissiper. On a fait même, de ce pentagone, 
des usages sous le nom de pentalpha et hexalpha , des 
usages mystiques et magiques y des lors , comme on s^y 
attend bien , on attribue le tout à Pythagore , provi- 
dence des antiquaires. Je dois ajouter que les cabalistes 
ont fait un emploi extravagant de Thexagone* étoile 
(triangle double) , sous le nom de maguen David y bou- 
(*lier de David. La première notion scientifique de tous les 
polygones étoiles se trouve dans la Géométrie de Bra- 
vardin, publiée en 1496 ; il les nomme Jigures à angles 
égrédients. Enfin, en 1619, Kepler publia son Har- 
rnonices Mundi. Le but de l'ouvrage est de découvrir des 
harmonies arithmétiques, géométriques et musicales dans 
les mouvements des coi'ps célestes. A cet eifet, il traite 
des polygones qu'on peut inscrire géométriquement; il 
mentionne le penlagoue dv deuxième espère , Torlogone 



( '37) 

el le décagone de troisième espèce, le pentcdécagoue de 
deuxième , quatrième et septième espèce , et Tëtoîle de 
YÎugt-quatre côtés de cinquième , septième et onzième es- 
pèce , et les désigne sous le nom de stellcBy étoiles \ il ajoute 
que la cos (Falgèbre) donne bien les équations pour tous 
les polygones réguliers, mais pas la solution. Ainsi , dia- 
prés im certain algébriste, il rapporte cette équation, 

7 — 1 4 -^^ -h 7 Jî' — x* = o ; 

et il fait la remarque d'une haute importance, que les 
racines sont les cordes des polygones étoiles. Selon soiî 
habitude , après être parvenu à des conceptions sublimes , 
en écoutant les inspirations de son génie , il tombe dans 
des excentricités en s^ abandonnant à la folle de la maison , 
son imagination. C'est ainsi qu'il passe de cette doctrine 
des racines , si étonnante pour le temps, à la distinction 
entre divers degrés de cognition , et soutient que la cogni- 
tion géométrique de Fheptagone ne saurait faire partie 
de Tomniscience divine : Neque scitur a mente omniscia 
actu siinplîci œtemOf quia sud naturd ex inscibilibus est. 
On lit en marge qu'un mathématicien, homme d'expé- 
rience , avait engagé Kepler à ôtcr cette phrase , qui peut 
avoir une apparence blasphématoire; à quoi il répond 
que les théologiens admettent que : ImpossibUia esse quœ 
contradictionem inuoli^untj et Dei scientiam ad talia 
impossibUia se non exlendere. D'où il conclut : Quœ 
adulatioy propter imperàos librum non lecturos, de- 
fraudare cceteros^ c'est-à-dire qu'il ne faut pas dérober 
la vérité aux hommes instruits, par ménagement pour 
des ignares qui ne lisent pas. Cette observation trouve sa 
place même ailleurs que dans VHeptagonie, Dans le se- 
cond livre du même ouvrage, Kepler décrit les treize corps 
archimédiques (corpora archiniedea^ ^ et en donne les 
figures. Ce sont des solides terminés par divers polygones 
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réguliers , el qui probablement sont ainsi nommés parce 
qu'Ârchimède a aussi considéré des solides terminés par 
deux surfaces coniques , par un cône et un cylindre , etc. 
A la manière dont Kepler en parle , il ne paraît pas que 
ces corps soient de son invention : on nVn connaît pas 
r auteur. Us ont été souvent employés dans la perspective. 
L'ouvrage le plus curieux de ce genre est du xvi' siècle; 
voici le titre, traduitde l'allemand : Perspecti\^a corporum 
regulariurn y c'est-à-dire indication soignée pour mettre 
très-artistenient en perspective les cinq corps réguliers 
Idont parle Platon dans son Tîmée , et Euclide dans ses 
Eléments, efc; d'après une voie particulière^ neux^e, 
prompte et exacte, qui na jamais été mise en pratique j 
de pliis^ une belle direction pour troui^er et construire 
sansjin, au moyen de ces cinq corps, beaucoup d'autres 
corps de div^erses espèces et formes, en V honneur de tous 
les amateurs des arts libéraux, par Wentzel Jamitzer 
(bourgeois et horloger à Nuremberg). Anno M. DLXVIII. 
L'ouvrage, d^unc magnifîque exécution, contient plus 
d'une centaine de corps mis en perspective. La seconde 
partie, qui devait contenir les règles , n'a pas paru. L'au- 
teur, né vers 'i5o8 à Nuremberg, y est mort le i5 décem- 
bre i586. On trouve une description détaillée de cet ou- 
vrage , d'une extrême rareté , dans V Histoire des Mathé- 
matiques de Kastner (tome II, page 19, 1797)- Le même 
écrivain a donné , je crois , la première classification et 
la théorie de ce genre de corps dans les Mémoires de la 
Société de Gottingue [De corporibus potyedris data 
lege vregularibus et commentationes , tome VI, 1783; 
tome Vin, 1785 , 86, 87 et 88). Une exposition trîgono- 
métrique complète de ces corps se lit dans la Collection de 
Problèmes géométriques de Meier Hirsch (t. II, p. 189, 
1 807 ) ^ et , en français , on trouve quelques données et cal- 
culs sur ces corps, en i8t)8, d«ins l'ouvrage de Lîdonnr 
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(voir Nouxfelles jinnales^ tomcl) ; mais les quatre nou- 
veaux polyèdres réguliers sont mentionnés , pour la pre- 
mière fois , dans le célèbre Mémoire de M. Poinsot [Jour- 
nal de r École Polytechnique, i o*' cahier, page 1 6, 1810). 
On ne saurait trop engager les élèves à lire celte remar- 
quable production de l'ingénieux géomètre; quant aux 
professeurs , il n'en existe pas un seul qui ne l'ait lue plu- 
sieurs fois. 

Nous nous occuperons du Mémoire de M. Cauchy, cité 
ci-dessus. 



SUR L'HEXAGRAXNE MYSTIQUE 

(Voir t. III, p. a04); 

Par m. LEBESGUE. 



Celte proposition de Pascal ou de Desargues , suivant 
M. Gergonne , est bien nommée en ce sens qu'elle est en 
quelque sorte la figure , ou plutôt la représentation géo- 
métrique exacte de Téquation d'une conique qui passe par 
cinq points fixes. Cette proposition doit donc renfermer 
toute la théorie des sections coniques, puisque cette théo- 
rie n'est qu'un développement des propriétés de l'équa- 
tion générale des courbes algébriques du second degré. 

Avant de démontrer ce que j'avance ici, ce qui d'ail- 
leurs l'a été en d'autres termes, je donnerai, d'après 
MM . Steiner et Plucker, l'énoncé complet des propriétés 
de l'hexagone mystique. 

« Six points pris arbitrairement sur le périmètre d'une 
» conique quelconque sont les sommets de soixante hexa- 
» gones inscrits, et les points de contact de soixante hexa- 
» gones circonscrits (CAIl^OT, Géoinctrie de; position)^ 
)) lesf|uels jouissent d(*s propriétés suivantes ; 
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« 1^. Dana chacun des hexagones 
inscrits, les points de concours des 
•> directions des côtés opposés ap- 
» partiennent tous les trois à une 
•» même droite (D) (Pascal), de 
« sorte qu'on obtient ainsi soixante 

• droites D. 

» 2^. Ces soixante droites D con- 
K courent trois à trois dans un 

• même point pt de sorte qu'on ob- 

• tient ainsi vingt points p, 

» S*). Ces vingt points p appartien - 
» nent à quinze droites i dont cha- 
» cune en contient quatre , de sorte 
» que par chacun des vingt points/?, 
» passent trois des quatre droi- 

• tes ^. » 



• 1^. Dans chacun des hexagones 

• circonscrits, les droites qui joi- 

• gnent les sommets opposés con- 
a courent toujours par trois dans 

• un même point ( P ) ( Brianchon] , 

• de sorte qu'on obtient ainsi 
» soixante points P. 

■ -i^. Ces soixante points P ap- 
» partiennent trois à trois à une 
» même droite d^ de sorte qu'on 
» obtient ainsi vingt droites d. 

» 3<*. Ces vingt droites i concou- 

• rent dans quinze points o, par 
» chacun desquels en passent qua- 
a tre, de sorte que chacune des vingt 
» droites <2 contient trois des quinze 

• points ir. • 



( Journal de M. Crellb , tome XXXIV, page 338.} 

Il suffira de démontrer ici la proposition de Pascal, 
les autres serviront d'exercices. On peut d'ailleurs consul- 
ter les Mémoires de M. Plucker indiqués à l'endroit cité. 

L'équation la plus générale des courbes du deuxième 
degré ou des coniques renferme six coefficients , dont un 
pourrait être réduit à Tunité; il suit de là qu'en se don- 
naut cinq points de la conique , on aura cinq équations 
du premier degré pour déterminer les coefficients. 

Dans le chapitre IV de son Introduction, Euler prend 
pour coordonnées des cinq points, 

X = o, X =^a ^ X =z Oy X z=i Cy X =. t'y 

L'équation de la courbe cherchée 

(A) Ky'' -h Bx/ -h Cx' -h Dj^ H- Ex -h F = o 

est entièrement déterminée en posant 

A = ce[f[a — c) — //{fl — «?)], D = —- ^ A, 

h\ ( B =r cf[a — c) [b — /) — dr{a — r) 7; — d), E =r — acy 

C = df[c {h — /] ~r{b^ d)], F = o. 
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11 existe donc toujours une conique et une seule passant 
par les cinq points donnés (on suppose que trois points 
ne sont pas en ligne droite) . 

Si l'on met dans (A) les valeurs des coefficients (B), 
Téquation pourra prendre diverses formes, parmi les- 
quelles on distinguera la suivante : 

La comparaison donnerait les valeurs de X et Y, mais il 
est plus simple de les calculer directement ainsi qu'il suit : 
L^ équation (C) du deuxième degré en x, y coordonnées 
d^un point variable de la courbe est évidemment satis- 
faite par x= o^ y = 0'^ x = c^ y = d*^ a: = e, y =f' 
Ainsi la conique (e) passe par (c) des cinq points ; si on 
exprime qu'elle passe par les deux autres, en posant 
successivement x = o^ j = b ^ x = a ^ y = o ^ on trou- 
vera deux équations qui sont précisément celles des droites 
passant par les points (o, o) , (c, rf) , (o, i) , (e,y). Pour 
fixer les idées, nous numéroterons ainsi qu'il suit les cinq 
points fixes et le point variable : 

I 2 3 4 ^ ^ 

(o, o), (a, o), (c, d), (x, x), [e,f)y (o, b), 

l'hexagone sera 1^3456. On voit donc que X et Y sont 
les coordonnées du point de rencontre des côtés opposés 
K3),(5,6). 

D'autre part, l'équation 

X Y 

représente une droite coupant Taxe des x à une distance P 
de l'origine, çl Taxe des y à une distance Q de la rat^me 
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origine. Or Téquation (C) prend la forme (D) , si l'on 
pose 

comme y=io^ j: = P sont les coordonnées de Fîntersec- 
tiôn des côtés opposés (i , 2), (4, 5), de même x = o, 
y=Q sont celles de l'intersection des côtés opposés (1,6), 

(3,4). 

L'équation (C) ou l'équation (D) exprimera donc que 

les trois points d'intersection des côtés opposés sont en 
ligne droite. C'est là une des propriétés principales de 
l'hexagone mystique ; c'est, comme l'on voit, l'interpré- 
tation géométrique de Téquation (C) . 

On aurait pu remplacer l'équation (C) par l'équation 

X ( j — £/) .>j — /r) -f- Y (a: — e) [dx — cf) 
= ^dx — ex) [fx -^ cy) , 

et l'on aui'ait obtenu semblablement un théorème ana- 
logue qui donne , ainsi que le précédent , un moyen facile 
de construire par points et avec la règle, seulement les 
coniques qui passent par cinq points donnés. 



SOLUTION DE LA QUESTION 203 

(Voir t. VU, p. Ul, et t. Vlll, p. V6}; 

Pae m. £. FËRIER, 

Élève du lycée Charlemagne (classe de M. Catalan }. 



Dans un pentagone , si l'on considère comme sommets 
d'un pentagone : 

I®. Les points milieux des cinq diagonales^ 

2**. Les centres de gravité des cinq triangles formés 
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par deux diagonaleis et un côté, on obtient deux penta- 
gones semblables et inversement placés. 

Soit ABCDE (fig* fo, PL II) le pentagone donné. 

On construit, d'après l'énoncé, le pentagone FGHIK, 
qui a pour sommets les milieux des diagonales AC , BD, 
CE,DA, EB. 

Puis le pentagone F' G' H 'l'K', qui a pour sommets les 
centres de gravité, c'est-à-dire les points de rencontre 
des médianes des triangles BED, ACE , ABD, BEC , ACD. 

n faut démontrer que ces deux pentagones sont sem- 
blables et inversement situés, c'est-à-dire que les droites 
qui joignent les sommets homologues se coupent en un 
même point, et que les sommets homologues sont de 
part et d'autre de ce point. 

11 sutBt de démontrer pour cela que les côtés F 'G' et 
FG, G'H' et GH, etc., sont parallèles, et qu'on a, de 
plus , la suite des rapports égaux : 

FG "" GH "" HI ~" IK "" FR * 

La droite F' G' est parallèle à FG. En effet , pour obtenir 

le point F', on a pris le point de rencontre des médianes 

du triangle EBD, c'est-à-dire que le point F' se trouve 

sur la médiane EG , aux deux tiers à partir du sommet E. 

De même le point G' est sur la médiane EF dans le 

triangle EAC, aux deux tiers à partir du sommet E^ par 

conséquent 

EG^_EF\ 

ÊF "^ÊG"' 

donc la droite F' G' est parallèle à la base FG, et de plus 
on a 

"gF "" 3' . 
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.On démoutrcrait de même que dans le triangle DKF, 
on a F' K' parallèle à KF, et que , de plus , 

F'K' a 



FK 



ÎT» 



et ainsi de suite pour les autres côtés. Donc ces deux pen- 
tagones ont leurs côtés parallèles et proportionnels *, donc 
ils sont semblables. 

On voit, de plus, qu'ils sont inversement situés. 



QUESTIONS D EXAMEN SUR LES CONSTRUCTIONS 

GÉOMÉTRIQUES C"). 



Il ne s^agit que de constructions avec la règle et le com- 
pas, dites géométriques, 

I. Lemme, On sait construire les valeurs de x dans 

les équations x = —^ j:'=-?]VIetP étant des monômes 

'- N Q 

de degré n. N et Q des monômes de degré n — i et n — 2. 

II. Problème. Construire la valeur de x dans Véqua- 

tion x = ~9 M étant un polynôme rationnel de degré n, 

et N un polynôme rationnel de degré n — i . 

Solution. Prenons deux monômes quelconques A et B, 
l'un de degré n — i et l'autre de degré n — 2 , et consi- 
dérons A et 6 comme facteurs communs à tous les termes 
des polynômes M et N 5 on a M = AMj et N = BNi, d'où 

X = ^=T^ • Mais A et B , monômes du premier degré , peu- 

{•) M. J. Bertrand examinateur. 



( as) 

vent être réduits à un seul terme; donc AM| et BNi deve- 
nant des monômes , on revient au cas du lenune. 

m. Problème. Construire la valeur de x dans Véqua" 

M 
tion X* = — ; M étant un polynôme rationnel de degré 

I», et N un polynôme rationnel de degré n — 2. 

Solution, Prenant deux monômes quelconques A et B 
de degré n — i et ^ — 3, et opérant comme au précédent 

AM 

problème , on a or' = ^^ ; le numérateur et le dénomina- 
teur étant des monômes, on retrouve le lemme. 

Observation, Il est presque inutile d'ajouter qu'on doit 
etqu^on peut former A et B avec les lignes qui se trouvent 
déjà dans les polynômes. 

rV. Problème. Construire la valeur de x dans V équa- 
tion x*" = M 5 M étant un polynôme rationnel de de- 
gré 211. 

Solution, On réduit d'abord le polynôme à un monôme 
par ce qui précède. Supposons donc que M soit un mo- 
nôme de degré uni deux facteurs peuvent être réduits à 
un carré , donc tout le monôme peut être converti en un 
produit de n carrés. Extrayant de part et d'autre la ra- 
cine carrée, on obtient j:''=M, , où Mi est de degré /i ; si n 

est pair, on est amené à une équation de degré -; et ainsi 

de suite. Donc , si n est une puissance de 2 , la valeur de 
ar est constructible géométriquement; et, en tout cas, on 
peut parvenir i une équation de degré impair, mais qu'on 
ne sait pas construire. 

Observation. Il est bien entendu que M n'est ni néga- 
tif, ni une puissance parfaite d'ordre 2/». 

'>- 
V. Problème. Construire x = as m '^ a est une ligne, 

p un nombre entier positif et m un nombre, 

Ann. de Matkémat., t. VIII. (Avril 1849.) "* 
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Solution. On a x'' = ma^., faisant ma = &, on a 
x^=^ba^'^^ expression qu'on saura construire si p est 
une puissance de 2. 

VI. Problème. Construire 

a \m H- Oi sfnTx -H «i ^m^ -h . . . 

X ; 

\/« H- V^ H- . . . 

a^ax^ af)"- sont des lignes y p^ p^^ pf^..,y Çj q^^ ^iv- 
sont des puissances de 2^ et m, m^j mt,,.. des nom" 
bres positifs. 

Solution, Multipliant haut et bas par une ligne quel- 
conque b , on obtient 

V pi 

X 



V^ -h v^/î, 6^' 



Chaque monône du numérateur se ramène â un carré , et 
chaque monôme du dénominateur i une ligne ; donc on 
sait construire x. 

Exemple. Partager la longueur a en deux segments 

qui soient entre eux comme ^ ! V7 ^ les deux segments 

a J3 a Jn 

sont^^ PP et , ''\. ' 



V^3 -t- v^ ^ + V^ 
Le premier segment est égal à 

• ^ B 



\h 



•• » 19 



>/3 fl" -+- v^7 «'« y^6 «• -I- v/6, fl'* 
ou 
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On sait construire chacun de ces monômes-, de mémo 
pour le second segment. 

Vn. Problème. Construire x = aP^ a est une ligne 
et P une fonction trigonométnçue rapportée aux angles 
a,/3, y, etc. 

Solution. L'angle a étant donné , on prend sur un des 

côtés de cet angle , à partir du sommet A , une longueur 

arbitraire A6; du point 6 on abaisse BC perpendicu- 

BC 
laire sur l'autre côté ^ on remplace sin a par -r-^ 9 cos a 

AB 

par —^5 tang a par -^5 etc. ; de même pour les angles |3, 

"/j etc., et a p ne renfermant que des lignes connues , on 
est ramené aux problèmes précédents. 

Vin. L^él^ance dans les constructions consiste à faire 
le moins d'opérations possible et à ne se servir que des 
données de la figure. 

Exemple. Partager une longueur AB en deux seg- 
ments qui soient entre eux comme sin a est à sin |8 *, les 

j . AB sin a ÂB sin B . 

deux sesments sont -; :— s » -: 1— s ■ Au point 

^ sin • + sin p sin a -h sm^ ^ 

Aon fait un angle égal à a, au point B un angle égal 

à /3 , on forme un triangle ; la bissectrice de Fangle opposé 

à AB partage AB dans le rapport indiqué. Il est évident 

qu'on ne saurait donner des règles pour obtenir des 

constructions élégantes^ cela dépend entièrement de la 

sagacité de l'opérateur. 



10. 
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OmSTlON D EXAMBN SOR US RAGINIS BBS tODATlONS {*) ; 

Pab m. TILLOT, 

Professeur de mathématiques à Castres. 



Théorème, tp (a:) = o éunt une équation algébrique de 
degré n et ayant n racines JCi, JCtvM ^« inégales, on a 

Démonstration. On a Tidentité connue 



I 



I 






d'où 



1 ^ ' 



Faisant a: = oo , on obtient la relation (i). 

Férification. Soit l'équation x^-^px-+'q = o-, la re- 
lation indiquée devient 



= o 



Zx\-^p ZxX-^p Zxl-^-p 

ou ,'en étant le dénominateur commun, 

Zp^'h6p{x\-^x\-\-x\)+^(x\x\^x\x\-^x\x\)-o. 

Or, par la théorie des fonctions symétriques, le coefB- 

(") MM. Bertrand et Hermite «aminateurs. 
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m 

cîeiit de 6/7 est — ^/^^ le multiplicateur de 9 est p*-, donc 
la relation devient * ^ 

3/?* — 12/;' -h 9j»* = o. 

Interprétation géométrique. Soit j* =y (x) réquation 
d'une courbe parabolique de degré n , les axes étant rec- 
tangulaires. Si par les n points (réels ou imaginaires) où 
la courbe est rencontrée par Taxe des abscisses on mène 
les n tangentes (réelles ou imaginaires) , la somme des 
cotangentes des angles que font ces n droites avec l'axe 
des X est nulle. 

Nota. Ce théorème est un cas particidier du théorème 
d'Euler qui sert de fondement à la décomposition des frac- 
tions rationnelles ["voir t. IV, p. apS, et t. VI, p. 127) , 
théorème auquel Tillustre Jacobi a donné une si belle gé- 
néralisation (t. Vn, p. 114)9 ^^ T^^ donne lieu à un 
théorème de géométrie que nous consignerons ailleurs. 

tUESTlOK • BXAIEN. ÉQUATION DE LHYPERBOLOIDE DE 
RÉVOLUTION K UNE NAPPE C*); 

Par m. TILLOT, 

Professeur de mathématiques à Castre». 



Trout^er la surface décrite par une droite assujettie à 
rester à une même distance d'une droite fixe y avec la- 
quelle elle forme un angle constant. 

Solution, Prenons la droite fixe pour axe des z, et 
pour plan des xj celui que décrit la plus courte distance 
entre la droite Gxe et la droite mobile. Soient Tangle 
constant et r la plus courte distance donnée; soient 

(1,1 X.= £ï2-+-a, jr =r 6« -H P • 

les équations de la droite mobile. 

_L _ , ■ -^ - — - ■ ^ 

; * ; MM. Bertrand et Hermite examinateurs. 
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Faisant z = o, on oblieni 

(2) * a»-f-p»=/-». 

La projection de la droite mobile sur le plan xy ëtant tan- 
gente au cercle de la plus courte distance a pour équation 

(3) pj + ax = /•% 
et l^on a 



I 



Il faut donc éliminer les quatre quantités variables a, &, 
a, (3 entre les cinq équations (i), (2), (3), (4). 
L'équation (2) devient 

{x — azy -H (r — ^Y = ''\ 

et Téquation (3) devient 

y {y— bz) H- x(x — ««)=/•»; 
d'où 

X» -H/» — 2' tang» = r». 

Remplaçant 6 par tt — 0, Téqtfation ne change pas , ce qui 
indique une deuxième génération de la surface par une 
droite ; et si Ton mène par Taxe des z un plan quelconque, 
la section est une hyperbole , toujours la même , ce qui 
donne une troisième génération de la surface par une hy- 
perbole tournante. • 

Nota, Un problème intéressant est celui-ci : Étant 
donnée r équation générale d'une surface du second de- 
gréy axes obliques ^ à quels caractères peut-on reconnaître 
que la surface est un hjperboloîde de résolution à une 
nappe? Le cas général a été traité par M. Bourdon, dans 
la Correspondance sur l* École Polytechnique, t. II, 
p. 187 et aSo-, i8i3. 
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CMIRS SDR U THÉORIE DES NOMBRES , 40 COLLEGE 

DR FRANCE. 



Ce cours , cEestiné au petit nondtre , au pusiUus grex, 
est digne de l'idée sublime qui a inspiré la création d^uu 
établissement dont Tesprit a été si fatalement altéré , dans 
ces dernières années, par l'invasion de la politique^ pro- 
stituée audacieuse, touchant tout, souillant tout. L'en- 
seignement est confié à un jeune savant dont les brillants 
débuts ont attiré l'attention d Vn Jacobi , et dont les Nou- 
scelles Annales se glorifient d'avoir accueilli et préco- 
nisé le virginal speech^ comme disent les Anglais {voir 
tomel). Plusieurs professeurs des départements expri- 
ment le désir de connaître la substance de ce cours , que 
mes occupations ne me permettent malheureusement pas 
de suivre. Si un auditeur mieux favorisé avait la généro- 
sité de me faire parvenir des renseignements , je m'em- 
presserais de les publier avec reconnaissance. On contri- 
buerait ainsi à propager des théories où Tabstraction 
mathématique se manifeste dans toute sa beauté, grave 
et puissante. 

Puissent les Exercices de M. Lebesgue obtenir les en- 
couragements que méritent une telle science, un tel 
auteur! 



nÉORINB SDR LES 4RCS DE COURBES 

Par m. STREBOR. 



Soit r le rayon vecteur mené d'une origine fixe à un 
point quelconque d'une courbe donnée , et soit « Tangle 
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fait par la normale eu ce point avec un axe fixe; Tinté- 
grale frdîù exprimera l'arc de la courbe, lieu des projec- 
tions orthogonales du point fixe sur les tangentes à la 
courbe donnée. 

Ce théorème fournit une démonstration très-simple 
d'une propriété des arcs d^une classe de courbes , qui se 
trouve énoncée dans le Journal de Mathématiques y 
tome XII, page 44^- 



THfiORBME SUR LES POLAIRES. 

P est II poiil qieIcMqu pris lus le plu le itMi cercles leués , f est 
le peiil l'iitersectin les leii pelaires le P relttÎTeieit tu leu ccrdcs. 
P et P' soit lits peiits récipqies. ProiTerqie Tue nlical pisse par 
ie«iieilePP'(/î^. ii, PL II) 

(Voir t. VI, p. 451); 

Par m. Et. PLOIX, 

Élève au lycée de Versailles. 



Abaissons des points P et P' les perpendiculaires P(j , 
P'G'sur la ligne des centres O, O', et par le point I où 
Taxe radical IK rencontre PP% menons HH' parallèle 
à OO' : il faut prouver que Ton a PI = P'I, ou bien 
IH=IH',ouG'K=KG. 

Le point P a pour polaire QP'; donc la droite PG aura 
pour pôle le point A où la polaire de P rencontre OG \ on 
a donc 

OG . OA = R». 
De même, on a 

0'G'.0'B = r% 
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R et /' désignant les rayons des cercles O et O'. Ces 
deux relations donnent 

OG. OA — O'G' . (XB = R» — r». 

IK étant un axe radical , on a 

Ôk' — O'k' = R» — r^ 
d'où 

(i) OG.OA — O'G .0'B==ÔK* — 0'k\ 

Les deux triangles AG^P' , OPG étant semblables , 
donnent ' 

« 

G'F.GPrrrOG.AG'. 

De même, les deux triangles BG'P', OPG sont sembla- 
bles et donnent 

G'P'.GP = BG'.0'G. 
G>mparant les deux égalités , on en déduit 
(2) AG',OG = BG'.0'G. 

Ajoutant membre à membre les deux égalités (i) et (2) , 
on trouve 



OG(OA + AG') — O'G (O'B 4- BG) = OK — (XK , 
ou 

OG . OG' — O'G . O'G' = Ôk' — 0'k\ 
Or 

OG = OK-t-KG, OG' = OK-r-G'K, CyGrrO'K— KG 

et 0'G'=iO'K-hKG'i 
d'où 

(GK-hKG) iOK-G'K)— (O'K— KG) (0:K-+-KG')=ÔK — Ôk'- 

Eflectuant les multiplications et supprimant les termes 
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qui se détruisent , on trouve 

KG.GK -t- KG.O'K = KG'.OK + KG'.O'K, 



ou 



d'où 



KG(OK -i-O'K) = KG'(OKh-0'K)j 



KG = KG'. 



THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES ; 

Pau m. £. GATALAIS. 



Les Traités élémentaires ne contiennent, ordinaire- 
ment, que les premières notions sur les fractions conti-> 
nues. Quant aux propriétés les plus importantes , les plus 
remarquables de ces quantités, elles se trouvent dissé- 
minées dans un grand nombre d'ouvrages. J'ai ciru faire 
une chose utile aux élèves y en essayant de leur donner un 
résumé succinct de la théorie dont il s'agit. 

I. — Préliminaires, 

I . On appelle , en général , fraction continue y toute 
expression de la forme 






7 



r. 



mais, dans les Eléments, on réserve plus particulièrement 
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ce nom aux quantités telles que 



a 



b + 



• • 9 



et Ton suppose même , pour plus de simplicité , que les 

nombres a^b^c^ d^ etc. , sont entiers et positifs. 

2. Il est facile de développer, en fraction continue 

ayant cette dernière forme , une quantité commensurable 

28*7 
quelconque. Soit, par exemple, ar = -^« En extrayant 

les entiers , on trouve 



120 



167 /'^7\' 



p 



mais 



267=, + 4i^, 

I 20 I 20 



(f) 



1 20 

A son tour, la fraction -7— se transforme en 

47 

26 I 

2 H- -^=2-+- 



et ainsi de suite. On a donc, au lieu de la fraction ordi-^ 
naire proposée, la fraction continue équivalente 

I 



a: = I 4- 



I -f- 



I -4- 



I 

1 4- 
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Oh voit que les termes i, i, 2, i, i, 4»^ de la fracUon 
continue sont les quotients entiers fournis par 1 opération 
du plus grand commun diviseur, effectuée sur 287 et 167: 
pour cette raison, on les désigne aussi sous le nom de 
quotients incomplets. Il est clair que , pour abréger, on 
peut écrire 

3. Pour réduire une fraction continue en fraction or- 
dinaire , il suffit de faire un calcul inverse du précédent. 
Ainsi , Ton aura successivement 

, I 21 I I 5 26 

^-^5 (t) 

I I 21 47 



1 4- 



I 
5 




Pour plus de régularité, on dispose l'opération de la ma- 
nière suivante : 

I 12114^ 
287 167 120 47 26 ^' S '• 

Les termes de la première ligne sont ceux de la fraction 
continue. Le premier terme de la seconde ligne est i. 
Enfin, un terme quelconque de cette seconde ligne est 
égal au produit du term^ précédent par le terme écrit 
au-dessus de celui-ci, augmenté du terme qui précède 
de deux rangs le terme cherché, 

4. Avant d'indiquer un autre procédé pour réduire une 
fraction continue en fraction ordinaire, observons que, si 
dans la fraction continue a: = a,&, e,^,..., nous con- 
servons seulement le premier terme a , puis les deux pre- 
miers termes, puis les trois premiers, etc. (ces termes 
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étant supposés positifs) , nous obtiendrons des fractions 







A 
A'~ 


a 

-j 

I 


B 
B'" 


= fl + 


I 


ab -h ï 




C 


= 


I 


1 

c 


a-+- 


c 


I 


abc + fl -i- 


c 


a 


a -f 


bc-h 





lesquelles seront alternativement plus petites et plus 
grandes que x. En effet, i^ a est <Cx'^ 2® le diviseur h 

est trop petit: donc t est trop grand, donc -7 est }>x, etc. 

Les fractions rpj =p» ^9 etc., sont, pour des motifs que 

nous développerons plus tard , nommées com'ergentes ou 
réduites. Diaprés ce que nous venons de dire , une réduite 
est plus petite que la fraction continue y ou plus grande, 
selon que cette réduite est de rang impair ou de rang 
pair{*). 

n. — Formation des réduites, 

5. Pour découvrir la loi des réduites, observons que si , 
dans la seconde réduite — = — 7 — , nous remplaçons b 

par £ + - , nous obtiendrons la troisième. Ainsi , 

al b -\ — \ -4-1 
^ — \ g / _(ab-hi)c-^a _^Bc -ha ^Bc-^A 

C'"" 7 ï "^ . bc-hi B'c-|-i~B'c-|-A'' 

Ô -4- — 



(*) Si la fraction continue était de la forme ■ > c'est-à dire si 



C ^^^ • ■ • • 

elle éUilt plus petite que l'unité, on prendrait pour premier terme z^ro, et 
pour première réduite, - • 
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car 

A' ~ "^ ■" 7' 

Pour former le numérateur de la troisième réduàe , 
on multiplie le numérateur de la seconde par le quotient 
incomplet correspondant à la troisième, et on ajoute au 
produit le numérateur de la première réduite. Le déno- 
minateur de la troisième réduite se forme , de la même 
manière, au moyen des dénominateurs précédents. Cette 
loi est générale; car elle résulte d'un raisonnement que 
l'on pourrait répéter à Tégard de deux quotients incom- 

N P Q 
plets consécutifs quelconques. Si doncr^? ^^j ^ sont 

trois réduites «consécutives, et si q représente le quotient 

incomplet correspondant à ^ , nous aurons 



(>) 




ou plutôt 




w 


Q=P^-|-N, 


(3) 


Q'=p'y+N'n. 



6. Si Ton applique la règle (i) à la fraction continue 
j:= I, I, 2, I, I, 4) ^9 on trouve, pour les réduites 
consécutives , 



I 2 57 12 55 287 
I I 3 4 7 32 167 



Ainsi qu^on devait s'y attendre, la dernière réduite est la 
valeur même de la fraction continue. 



(*) Un mode de démonstration bien connu permettrait de vérifier k 
posteriori la généralité de la formule (i); mais cette vérification est 
**iperfliM». 



1 
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III. — Propriétés des réduites, 

7. Éliminons q entre les formules (2) et (3) ; nous ob- 
tiendrons 

QF — Q' P = — (PN' — P'N), 

c'est-à-dire que la différence des produits en croix des 
termes de deux réduites consécutives est constante en 
valeur absolue. Et comme, pour les deux premières rë- 

, . A fl B a^ -4- i j..y. 

dmtes-ry = -> ^=^ — r — y cette ditlérence est •+• i, on 

conclut que 

(4) PN' — P'N = ±:i, 

ou, ce qui est la même chose, 

. p 

en prenant le signe -H si ^7 est une réduite de rang pair. 

Ainsi , la différence de deux réduites consécutives est 
égale à±i, divisé parle produit des dénominateurs de 
ces réduites. 

8. Ces dernières propriétés subsistent, quelles que 
soient les valeurs des termes a, 6, c, etc. , de la fraction 
continue; c'est-à-dire que ces termes peuvent indiffé- 
remment être entiers, fractionnaires, positifs, négatifs, 
incommensurables, et même algébriques. Les propriétés 
suivantes supposent que la fraction continue a ses termes 
entiei^s. 

9. D'après Téquation (4), si P et P' avaient un facteur 
commun, ce facteur devrait diviser Funité: donc P et P' 
sont premiers entre eux; et, conséquemment , toutes les 
réduites sont, ainsi que leur noioi l'indique, des fractions 
irréductibles. 

Cette même équation (4) prouve que» N et P sont pre- 
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miers entre eux, et qu^il en est de même pour N' etP. 
Ainsi, les numérateurs de deux réduites consécutives 
sont premiers entre eux» et les dénominateurs de ces ré- 
duites sont aussi premiers entre eux. 

10. Les réduites approchent de plus en plus de la 
fraction continue y altematit^ement par défaut çt par 
excès. 

Pour démontrer cet important théorème , remarquons 
d'abord que si , dans lé second membre de la formule (i), 
nous remplaçons le quotient incomplet q par le quotient 

complet q H =: y^ nous obtiendrons la valeur 

r-\ î 

* -H. . . 

même de la fraction continue , attendu que nous n^aurons 
rien négligé. Cette formule donnera donc 

(6) .= I^1±^. 

Cela étant , supposons , pour fixer les idées , que •— soit 

N P 

une réduite de rang impair, auquel cas ^<C^<C 57» ®^ 

comparons les différences x — =7 et ^ — x. 



Or, 



N'""py-HN' N'"~ (P'^+N')N'' 



ou, d'après l'équation (4)9 



_ N__ 



N' (P> + N')N' 
En second lieu , 

P _ _P Pj 4-N PN' — P'N 



F P' P'/H-N'"~ (P'^'-^-N')?'' 
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OU 

p 

X 



P' (P'r-4-N')P' 

La proposition sera donc démontrée si nous vérifions 
Finégalité 

-< ^ 



(P'/-4-N')P'^{P'jH-N')N' 

laquelle se réduit à ^ <[ j^. 

Cette dernière inégalité est évidente : car 

I 



^ = ^4-- 



s 



I 

— > 



quantité }> i ; et , d'après la loi de formation des réduites, 
on a F>N'. 

1 1 . L'erreur e que Ton commet en prenant une réduite 

^ au lieu de la fraction continue est , d'après l'expression 

p 
de ^ — a: , donnée par la formule 



f = 



(Fr + N'jF 

Pour avoir une limite supérieure de cette erreur, rap- 
pelons-nous que ^ est ]> I . Si donc nous remplaçons y 
par I , nous aurons 

'"^P^IP'.-f-N')' 

Ainsi , V erreur que l'on commet en prenant une ré- 
dui'te pour ^valeur approchée de la fraction continue, 
est moindre que l'unité divnsée par le produit du déno^ 
minnieur de la réduite par la somme de ce dénomina- 
teur et de celui qui le précède. 

12. Si , dans l'inégalité précédente , nous négligeons N' 

Ann. de Mathcmat., t. VllI. (Mai iS^g.) I I 
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devant P^ nous aurons, à plus forte raison , 

Ainsi , Verreur t est moindre que l'unité divisée par le 
carré du dénominateur de la réduite à laquelle on 
s'arrête. 

Cette limite, quoique peu approchée , est très-souvent 
employée à cause de sa simplicité. 

13. Au lieu de remplacer^ par i , remplaçons^ par g : 
nous trouvons 

"'^P'(P'^-f-N')' 
ou simplement 

Cette limite est plus approchée que les deux autres ^ mais 

on remploie rarement , parce qu'elle suppose connu le 

P 
dénominateur Q' de la réduite qui suit r^* 

14. Pour obtenir une limite inférieure de e, substi- 
tuons q-h i à j^ dans Texpression de cette quantité; nous 
aurons 

^ [ 

''^P'{P'*7 4-P'4-N')' 
ou 

«>iv 



P'(P'H-Q') 

15. Les considérations qui précèdent justifient la déno- 
mination de coni^ergentes attribuée aux réduites. Elles 
démontrent aussi que Tapproximation d'une réduite est 
bien supérieure à celle qui paraîtrait devoir résulter de 
la valeur du dénominateur de cette réduite. Cette dernière 
propriété, qui rend l'emploi des fractions continues préfé- 
rable à celui des autres procédés d'approximation , n'est 
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cependant pas la plus remarquable : les réduites jouissent 
encore de la propriété caractéristique suivante. 

16. Chaque rédmte approche de la valeur de la frac- 
tion continue plus que toute autre fraction plus simple, 

N P 
Soient deux réduites consécutives =7» r:; , entre les- 

quelles tombe la valeur àex\ et supposons qu'une frac- 
tion p- soit plus approchée de x que ne Test ^* Cette 

^ . k . N P 

traction 77 sera comprise entre ^ et ^; et nous aurons, 

en supposant — de rang impair, 

N' ^ V ^ P' 



Cette double inégalité donne 

k N P . N 

ou 

ou simplement 

Le numérateur ArN' — VU n'est pas nul , sans quoi 

X" N . /• . . 

nous aurions -77 = ^;^ ^ et la fraction tî serait moins ap- 

k' N ^ * 

p 
procbée que ^ ; donc ce numérateur est au moins égal à 

I \ donc , par compensation , A' > P. 

^ k V 
En renversant les fractions ^57? 77 ? ït, 5 on aurait 

IN fr r 

N' *' F. 

d'où , par un calcul semblable au précédent , A > P. 

1 1 . 
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Ainsi^ pour qu^une fraclioD 77 soit plus approchée de x 

. P . 

que la réduite _ , il faut qu^elle soit plus compliquée que 

cette i^uite : celte conclusion est précisément l'équiva- 
lent de la proposition énoncée. 

IV. — Coni^ergentes intermédiaires, 

i7. Dans la formule générale (1), remplaçons q par 
les nombres entiers o, !,.••) Ç] nous formerons une suite 
de fractions 

N N-f-P N -htP N-h(tH-i)P Q 

N'' N'-hF'*"' N'-f-iP'' N'-f-(i-|-i)P'''"' Q'' 

Les termes extrêmes de cette suite sont les réduites -—^^ -^r 

N' Q' 

Quant aux autres fractions , elles jouissent de toutes les 
propriétés des réduites, attendu que ces propriétés sont 
une conséquence des équations (a) et (3) , lesquelles sub- 
sistent évidemment , lorsqu'à la place du quotient incom- 
plet {f on met un entier quelconque. Les fractions dont il 
s'agit. sont appelées coîwergentes intermédiaires, 
i8. On a 

W4-1P N-h(i-n)P _ NP^— N^P 

N'-M'P' ]N"H-(i-H I)P'~"(N'-hfP')[N'-^(l-^ i)P']' 

N P ^ 
quantité de même signe que ^, — p^* Conséquemment , 

N 
lorsque :rr, est une réduite de rang impair, les conver- 
gentes intermédiaires vont en augmentant. Elles vont au 

N 
contraire en diminuant, quand —^ est de rang pair. 

19. Au lieu de supposer le nombre entier i compris entre 
o et ^, on pourrait le faire croître de ^ — 00 à -f- oo ; alors 
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lexpression z= , — , varierait de la manière sui- 
vante : 

P 
i". Pour t = — oo y z = ^,\ 

p 

2°. De 1 = — 00 à 1 = — 1, z marche de ^ vers 

P— N , , ,. . N j 

-p — = y c est-a-dire que z augmente si ~, est de rang 

impair j 

I^ ^ p nî 

3*^. Pour I = o, z= -py quantité moindre que ■ , ^ 

donc z a diminué; 

4**. De I = o à i*=5 00 , z augmente; 

5^ Pouri = oo, ir = p(*). 

20. Soit la fraction continue x = 4? 3, 7, 4) S- Les 
réduites pnncipales sont 

4 i3 95 393 2060 



I 3 22 91 ' 477 



Par des additions successives , elles donnent les conver- 
gentes intermédiaires 

17 3o 43 ^ 69 82 108 2o3 298 

4 7 lo i3 10 19 25 47 ^ 

488 881 1274 1667 
ri3 204 295 386 

On peut même, pour plus de régularité, prendre - et - 
pour premières convergentes principales , et Ton a alors 

(*) On pourroit remarquer qae cette discuBsion reTÎent k celle de 

,,, -, . ,. N -4-P* 
I ny perbole reprcscntce par x = ^, ^j- • 
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celte suite : 

©• (;)• T- r (!)• r !• (t). f- f' t.- 

56 69 82 /gSX 108 ao3 2^ /SgSX 488 

i3' 16' 19 \22y' iS ' 4?' ^' \9*/ ''^' 

881 1274 1667 /2o6o\ 
204' 295 ' 386 ' \ 477 / 

V. — Réduites non consécutwes. 

21. Considérons plusieurs réduites successives •^t^t^ 

R S 

-79 ê/ ^ ' * ' ' ^^ cherchons les relations qui existent entre les 

deux termes de la première et les deux termes de chacune 
des autres. A cet effet, prenons les équations 

Q=Py-hN, R=Qr-hP, S=:R5-4-Q, T=S/H-R, 
Q'=:P'^-|-NS R'=QV-hP', S'=R'5-|-Q', r=S'/-|-R',etc, 

Elles donnent successivement 

QP' — Q'P = ±: I, RP' — R'P = ± r, 

SP'— S'P = ±:(rj-4- i), TF— T'P=±:[(rj+i)f+r], etc. 

D'après ces valeurs, dont la loi est évidente, il s'ensuit 
que si l'on considère la fraction continue x=q^ r, 5 , . . . , 
les dénominateurs des réduàes successives seront les va- 
leurs des fonctions QP'— Q'P, RP' — R'P,..., prises 
a\fec leurs signes ou avec des signes contraires, selon 
que q est de rang pair ou de rang impair, 

22. Comme application, soit la fraction continue 

•^ = 4» 3, 7, 4, 5, 

1,1 ,1 . 4 *3 q5 3q3 2060 c- 

rtoiU les réduites sont -5 -^-î --> -=^. -7 Si nous 

I i 22 91 477 
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considérons la fraction continue 7, 4 9 ^f '^^ réduites 

de celle-ci seront - 1 -^5 ; et nous aurons en effet 

14 2" 

95.3 — 22.i3 = — 1, 393.3 — 91.13= — 4> 
2060 .3 — 477*ï^ = — 21. 

23. Pour arriver à un théorème plus général que celui 
qui vient d'être démontré, changeons pour un instant 
notre notation , et représentons par ^1 9 ^s 1 ^s^ ^4, • . . , ^n 
les termes de la fraction continue x. Si nous réduisons 
en fraction ordinaire la fraction continue 

le numérateur de cette fraction sera une certaine yb/ict<b/i 
des indices A, A, laquelle pourra être représentée par N^, a . 
Eji vertu de cette convention , le numérateur de x sera 
N|^„. Quant au dénominateur, il est évidemment égal au 
numérateur de la fraction ^s, 47^1 ^iv? c'est-à-dire égal 
à N,,„. Nous auront donc 



La relation QP' — Q'P = db i deviendra maintenant 

P N, A 

en supposant que h soit le rang de la réduite ^ = -—- • 
De même, les relations 

RP' — R'P = ±r, SP' — S'P = ±:(r5-h i), 
TP' — rp = ±:[{rj -h !)/-*- r], 

deviendront 
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et, en général , 

Si , dans cette dernière équation , nous supposons 
k = h-^ I , elle donnera 

N..A-»-..N,.A- N,,A^,.N.,A = (- i)*^' Na^,,a^. 

D'après Téquation (a) , ce second membre doit se 
réduire à ( — i )*"*■* ; donc N^^.», a+i = i : c'est-à-dire que, 
pour la commodité du calcul, nous supposerons généra- 
lement 

De même , en prenant Xr = A = n , on trouve , au moyen 
de la formule (&) , 

N,^.2. „ = o. 

24. Dans cette même formule (6) , faisons /t = i ^ nous 
obtiendrons 

ou simplement 
d'où 

et , en changeant k en h ^ 

i>j,A=^ 

Ces valeurs, substituées dans la formule (&), donnent 

«à cause de y, = N,^,. 

Dans cette nouvelle équation , faisons A = 2 , nous 
obtiendrons 



d*où 



De même. 
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„ _W,, ,-W,...i\ .< 

«3,4= 



Ces valeurs donnent, par la substitution dans (c) y 

En continuant de la même manière , on arrive à la for* 
mule suivante 9 due â Kramp : 

25. ^application. Soit a?=:3,2, 1,4,2? 1,3,5,2, i. 
Les numérateurs des réduites sont 

3y 7, 10, 4?» '^4» i^i) 5^7» 2936, 6429, g365. 

Prenons ft ?=io, ^ = 7,^^ = 35 nous aurons N|,ii^^9365, 
N,,, = 557,N,,^_, = 3. 

Quant aux fonctions représentées par N^^^j N^,«? 
^ik+iji) elles sont égales, respectivement, aux numé- 
rateurs des fractions continues j= 1 j 4, 2, i, 3; 
z= I y 4? 2, 1, 3,5, 2, 15 /=a, I. On trouve 
^g,k = 5g, N^,, = 992, Na+,,;i = 3. L'équation (7) 
donne donc 

9365 59 — 992.557 = — 3.3; 
ce qui est exact. 

M. — Frai lions continues illiniifécs. 

26. Jusqu^à présent, nous n'avons considéré que des 
fractions continues limitées , c'est-à-dire composées d'un 
nombre fini de termes. Supposons maintenant que la 
fraction continue soit illimitée, et examinons d^abord ce 
que Ton devra appeler valeur d'une pareille fraction. 

Soient Xi, x», j:s,etc., les résultats que l'on obtient 
quand on termine la fraction a son premier terme, ou à se» 
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deux premiers termes , ou à ses trois premiers , etc. 
D'après ce qui a été vu ci-dessus (n^' 10 et suivants), nous 
aurons 

Xl ^^ X^ ^^ JTj ^^ X7 . • . y 
Xj ^ X4 ^> JTj ^^ Xg, • • y 

c'est-à-dire que les réduites de rang impair vont en 
augmentant , et que celles de rang pair vont en diminuant. 
D'ailleurs, chaque terme de la seconde ligne est plus 
grand que le terme correspondant de la première ^ et la 
dilTérence entre ces deux termes peut, évidenmient, 
devenir moindre que toute quantité donnée, si ces deux 
termes , c'est-à-dire si ces deux réduites , occupent des 
rangs assez éloignés. 

Il résulte de là que les réduites de rang impair et les 
réduites de rang pair tendent vers une certaine limite, 
laquelle est toujours comprise entre deux réduites consé- 
cutives quelconques. Cette limite est la valeur de la 
fraction continue. ^ 

27. Ce que nous venons de dire suppose, bien entendu, 
les quotients incomplets entiers et positifs. Avec cette res- 
triction , les propriétés démontrées pour les fractions con- 
tinues limitées subsistent évidemment pour celles qui ont 
une infinité de termes. Mais si l'on admettait des quotients 
incomplets négatifs, les réduites pourraient n^avoir pas 
de limi te déterminée . 

Soit, par exemple, la fraction 



1 — 



1 — • . . 
En prenant un nombre de tei*mes de plus en plus consi- 
dérable, on obtient les résultats périodiques 

I , O , 00 y I , O ,G0 , • • • , 

lesquels, évidemment . ne tendent vers aiu'une limite. 



( >7' ) 

S8. Toute fraction continue illinutée a pour valeur 
une quantité incommensurable y et réciproquement. 

Cette proposition est évidente par les n^' â et 3. 

29. Il est facile de réduire en série toute fraction 
continue, limitée ou illimitée. En effet, considérons 
d'abordla fraction continue limitée a: = a, &, c^d^,»,^p^q. 

Nous aurons 9 par les propriétés démontrées dans le 

sn, 

A 'a B A I C p I 

— ^ ~^" _ ^ ^_ m,^m ~~ -- ■ A —^ — — ^T — ■ ■ • • • ■ B 

Af ~~~ 7 ««.« A # •^■" . « WV« 7 >Nl» »»» ' »v# J^ i ' ' 



a 

I 


B 
B' 


A 
A' 


I 

•"A'B'' 


C 

c 


B 
B' 


= 


I 
B'C 




Q 


P 


h - 


1 









Q' P' P'Q' 

Donc , en ajoutant toutes ces équations , 

Q ' ' • -1- * 

—— ::= X= Il -4- ■■ ■ ■■ — ■ ■ -4- ■- ■■— ■ ■ — , , "T* ■ ■ ■ . 

Q' A'B' B'C CD' P'Q' 

Soit par exemple a: = 3,2, \ ^fj y ^^^^^yi. Les déno- 
minateurs des réduites sont i , 2 , 3 , 23 , 95 , 49^ , 3o83 , 
6664 9 et nous aurons 

II I I I 

0?= 3h 



1.2 1.3 3.23 23.95 9^.49^ 
I I 



498.3083 3o83. 6664 

30. Que la fraction continue soit limitée ou illimitée , 
les réduites approchent de plus en plus de la valeur de 
cette fraction. Or, le second membre de l'équation ci- 
dessus étant limité à ses deux premiers tenues, à ses trois 
premiers termes , etc. , exprime les valeurs des réduites 

•^,^ — , , etc. Par conséquent, si x est une fraction con- 
tinue illimitée y on aura, en série convergente, 

/O I I I I 

(8; jrz=a-h -r57 — hni "^ rr 



A'B' B'C CD' D'E' 
De plus , Terreur que l'on comm(*t on s^arrétant à un 
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terme quelconque est moindre que la valeur absolue de ce 
terme : c'est ce qui résulte des n^* 12 et 13. 

31 . Si une quantité incommensurable x est développée 
en série convergente, on pourra se servir de cette série 
pour développer x en fraction continue. En effet, l'é- 
quation (8), dans laquelle Â'=: i, donne immédiatement 
les dénominateurs B', C, D', etc., des réduites. On ob- 
tient ensuite les termes &, c, ^, etc., à l'aide des formules 

i = B', c = — ^-y — y d= — r^, — , ctc. Eu géuéral , ces 

termes a^b^ c^ d^ etc., ne seront pas entiers et positifs; 
mais cette circonstance n'empêchera pas le développement 
trouvé d'être cont^ergent , car on a seulement remplacé la 
série convergente par une autre expression qui lui est 
équivalente, et qui n'en diffère que par la forme. 

32. Comme application, développons en fraction 
continue le logarithme népérien de 2. On a 

1 I I I I 

par suite , 
« = o, B'=i, C' = 2, D' = -, E' = ^, F' = ^, 

2 2.4 

_, ' 2.4-6 .., 3.5.7 

puis 

2.4 

I ~3 ^ 2' 

^ = B' = i, t = i, rf = -, e= = -, 

a 

3.5 3 2.4-6. 2.4 

2T4J^ 2 _ 3' _ 3. 5 3" _ 2». 4» 

^""~4~"~ïr4^' ^'^ ~ 3.5 ~3T:5'' ^*''* 



2.4 
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Conséquemment , 

I 



/.a = 



I 

I H 



I 

I H 



^ U 



9 9 
4.16 

Pour simplifier cette expression , observons que 

_ 4 



I 



4 ■ 4 . . ^1^ 



9 9 , ' 9 9. 

4.16 4- 16 16 



9.25 9*^'^ 

De même , 



I 



^ 9. 



I 



9 9 , ' J. 

16 16 16 ' 16 



9.25 ^ 25 

et ainsi de suite. Par conséquent, 

I 



/.2 = 



i-h 



I H- 



I 4- 



16 
H 



25 



1 H- . . . . 



33. Pour seconde application, prenons la série qui 
donne le rapport de la circonférence au diamètre : 

TT I I I I 

4 ^^579 
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Nous aurons ici 

a=o, B'=i, C'=3, D' = L E' = ^, F' = ^,...; 
d'où 



Le développement cherché sera donc 



, etc. 



9 2.9 



25 2 , 25 

949 

Ce développement subit une simplification analogue à 
celle que nous avons indiquée tout à l'heure; et Ton ob* 
tient la formule suivante , due à Brouncker : 

TT I 

4- 



1 + 



^ . 9 



>5 



49 



2 

34. Si Ton appliquait la même méthode à la série har- 
monique 

I I I I f 

on trouverait 

I 
JCz=: I H 



2» 2». 7 



3' 3^9 

2'. 4' 
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OU 

I 

. + i- 

-5 + - 



9 

i6 



-9-f-. 
ou encore , par une transformation simple , 



+ I + 



-3-4- 



-7 + 



• ■ « • 



-9- 

Or la série harmonique est divergente^ c'est-à-dire que 
la somme de ses termes peut croître au delà de toute li- 
mite. Consëquemment , la fraction continue que nous ve^ 
nous d'obtenir est pareillement divergente; et les réduites 
de cette fraction , au lieu de tendre vers une limite finie, 
peuvent dépasser toute quantité assignable. 

35. Pour dernière application , cherchons le dévelop- 
pement, en fraction continue, de la base des logarithmes 
népériens. 

On a 



H- 



1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4'5*' 

par suite , en comparant à la formule (8) , 

£i=o, A'=i, B'=2, C'=i.3, 

iy==2.4, E' = i,3.5, F'=:2.4.6,..., 

puis ' 

, ,2 1.3- 2.4 1 .3.5 

6 = 2, r=i, rf = -i '" = -—' /=7-5» ^ = "Tr"r"'" 

I 2 \ ,6 2.4 



. . . 
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Donc 



2 
I 



1.3 



a. 4 



1.3 I .3.5 

VD. — Fractions continues périodiques, 

36. Une fraction continue périodique est celle dont 
les termes se reproduisent dans le même ordre, à partir 
dW certain rang. Elle est dite périodique simple y lorsque 
le premier quotient incomplet fait partie de la période. 
Dans le cas contraire, elle est appelée fraction pério- 
dique mixte. 

Les fractions continues périodiques jouissent d'un 
grand nombre de propriétés remarquables , lesquelles re- 
posent toutes sur la proposition suivante. 

37. Soit une fraction périodique simple m, n, p, y, 
m, n, py q^...: la valeur y de cette fraction sera donnée 
par l'équation 



I 



n 



I 

7-1-- 

y 



En désignant par j^, et ^«^.i les résultats que l'on obtient 
en prenant i périodes et i -h i périodes , on a évidem- 



ment 

I 



Xi^, = w H- 



n 



I 

7 H 

Xi 
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Mais la dliférence entre deux réduites consécutives peut 
devenir moindre que toute quantité donnée ^ il en est de 
même pour deux réduites distinctes d^un nombre déter- 
miné de rangs : car cette dernière diOerence est égale à 
la sonmie des différences entre les réduites intermédiaires 
et consécutives. Donc y, ^^Ji+x ont la même limite, la- 
quelle est y. 

38. On peut calculer de proche en proche j^^ ^, , 

y*v^ y*^ jr« + i *^^s passer par les réduites inter- 

P Q 
médiaires. En effet, représentons par -y? 7T7 ^^s ré- 

daites répondant aux termes p^ ^ de la première période; 

et soit — la réduite qui suit ^, de manière que 

R _ Q/w +P 

Si, dans cette valeur, nous remplaçons ni par y,-^ nous 
obtiendrons Ji^i'-t donc , en général , 

_ Qr/-HP 

• •^'■^'-Q>,-f-P'' 

T 

39. Soit =7 la fraction irréductible équivalente à ^,, 

nous aurons 

QT -h PT' 



et je dis que la fraction contenue dans le second membre 
sera irréductible. 
Soient U, U' les deux termes de celte fraction, savoir: 

U = QT -h PT', U' == Q'T 4- P'T'. 

Entre ces équations , éliminons successivement T et T' ; 
nous trouverons 

UQ'— U'Q =r (PQ'— P'Q) r, UP'— U'P= — (PQ'— P'Q) T. 
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P Q 
Mais r^f et ^^ sont deux réduites consécutives: donc 

PQ' — FQrziti; 
par suite, 

UQ' — UQ' = ±r, UP' — U'P = qz T. 

Ces équations prouvent que tout facteur commun à L* 
et à TJ' devrait diviser T et T'. Si donc, comme nous 

l'avons supposé, =7 est irréductible, —, sera pareillement 
irréductible. 

D'ailleurs, la/raction _,» qui donne la valeur de la 

première période, est une réduite^ donc toutes les frac- 
tions obtenues par l'application de la formule (g) sont 
des réduites. 

40. Soient, comme précédemment, 

D'après le n" 21, si Ton réduit en fraction ordinaire 
m H le dénominateur de cette fraction sera 



fi 



I 
9 



la valeur de la fonction TU' — T'U, prise avec son signe 
ou avec un signe contraire. Or ce dénominateur est celui 
de yi, c'est-à-dire Q'^ donc 

TU' — ru = ±Q'(*). 

41. Plus généralement, si dans une fraction pério^ 
diqucy simple ou mixte, on considère deux réduites dis- 
tantes d'autant de rangs que Findique le nombre des 

(*) Dans l'application de cette formule, on derra prendre le signe +* 
si 1c nombre des termes de la période est pair» Et si ce nombre est impair, 
on prendra le si^rne h- ou le signe —, selon que i sera pair ou impair. 
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termes de la période^ la différence des produits en croix 
des termes de ces deux réduites sera égale au dénominateur 
de la fraction continue équi\^alente à la période^ celle-ci 
étant comptée à partir de la première des deux réduites. 

Ce théorème, aussi bien que le précédent, est une con- 
séquence immédiate de la propriété démontrée au n^ 2i . 

Soit, comme application, la fraction 

X I ^ y 9 9 9 9 9 9 9 9***9 

OU simplement 

X = 2, 3 (i, 3, a). 

Les réduites consécutives sont 

^ 7 9 ^4 77 '1' 4i<^ 9^' 1^1 49^4 

I 3 4 '^ ^4 49 i3> 4^1 ^9^ 2187' 

D un autre côté, l'on a 

I, 3, 2=;:^ 3, 2, ' = y'î 2, 1, 3 = -7-. 
Or, 

1". 7. 34 — 3. 77^=— ( 77. 4»' — 34. 93l) = ...=r-i-7; 

^°' 9- 49 — 4**"= — (m. 692 — 49**34i)= ..== — 3; 
3®. 34.181 — i5.4ïo= — (4ïo«2i87 — 181.4954)= •••=-h4- 

42. D'après Téquation UQ' — U'Q = dz ï', nous 
voyons que si T' est divisible par Q', U' sera pareillement 
divisible par ce facteur. Or le dénominateur de y^ est 
précisément Q': donc les dénominateurs de toutes les 
réduites jt^ y^^'^'j sont dii^isibles par le dénominateur 
de jy. 

Vin. — Recherche des valeurs des fractiofis continues 

périodiques, 

43. Toute fraction continue périodique est équiva- 
lente à Vune des racines d'une équation du second de- 
gré, à coefficients rationnels. 



12. 
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i"^. Soit d'aboixl une fraction périodique simple 

r = (/w, /l, p, q). 

Nous aurons, d'après le n" 37, 

I 



r = m 4- 



I 
n H 



^H-;î 



d'où, en reprt' sentant par p?' ^ les réduites répondant 
aux termes Pi q^^ 

^ Q> + F' 

Ainsi, la valeur j^ de la fraction continue périodique 
simple sera donnée par l'équation 

laquelle a ses racines de signes contraires. Il est d'ail- 
leurs manifesté que la racine positive seule répond à la 
question. 

2". Si la période avait un seul terme m, Féquation qui 

donne y serait simplement y =im -h - ou 

(11) y^^mjr— 1 =0. 

3^. Soit maintenant une fraction périodique mixte 

x=û, by c, £/, <?, (/If, «, y?, q). 

En représentant encore par y la fraction périodique sim- 
ple (/?! , Ai , p, ^) , nous aurons 

x = ay b, r, dy e, y\ 

DE 

d'où, en appelant — > — les réduites qui correspondent 



(i8ï ) 
aux lern\es ri^ c ^ 

Cette relation donne 

P^x — D 
E'x — E' 






puis, par la substitution dans (12) , 

jQ'(D'x-.l))»-(P'^Q)(D'x-D)(E'x-E) 
^ ^ I -P(E':r-E)* = o. 

Or celte équation est du second degré, et ses coeffi- 
cients sont rationnels. 
4^* Si la partie non périodique avait un seul terme a^ 

on aurait x = a -h ~ ; et Téquation ( 1 3 ) serait remplacée 

par 

(i4) P(ar — fl)«— (P' — Q) (x — fl)-Q'=o. 

5^. Si la partie périodique et la partie non périodique 
nont chacune qu'un seul terme , Téquation (11) donne 

(i5) (x — <i)*-f-iw(x — a) — 1=0. 

6**. Enfin , si x = - , d*où j^ = -, les équations (10) ou 

(11) donneront encore des équations du second degré en x, 
La proposition énoncée est donc démontrée dans tous 

les cas. Mais nous pouvons aller plus loin et discuter les 

équations (10), (n), (^^)^ ^^^' ^ ^^^ eflet, établissons 

d'abord le lemme suivant. 
44. Soit X une fraction continue, plus grande que 

D E 

V unité j et soit x' la fraction continue ini^erse. Si fpj ^ 

sont les deux dernières réduites de x, celles de x' 

E' E 
seront-,-. 

ïlne fraction continuer' est dite inv^erse d'une fraction 
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continue x , lorsque les termes de la première sont ceux 

de la seconde, écrits dans un ordre inverse. 

Cela posé, soit x = a, &, c,^, e; d'où x' = e, ^, c, 6, a. 

£ I 

De E = De -h C Ton déduit fi = ^ ■+" fx- P*r la même 

C 

raison , - = rf -+- - , et ainsi de suite jusqu'à - = i H — 

S 

E ' . 

Donc - =e, J, c, i, « = 0/. On verrait de même 

que— , = e, d, c, i. 

45. Si la fraction continue x est symétrique , c'est-à- 
dire si ses termes sont tels que a^b^c^b^aj alors x' =7 x 5 

E' D 
donc — = =-7, ou simplement E' = D. Ainsi , dans une 

fraction continue symétrique, le dénominateur de la der-' 
nière réduite est égal au numérateur de V avanudemière, 

46. Remarque, On peut de bien des manières par- 
venir à l'équation qui donne la valeur d'une fraction 
continue périodique. En effet , on ne changera pas cette 
valeur si Ton comprend, dans la partie non périodique, 
plusieurs termes appartenant à la période, ou si l'on prend 
plusieurs fois celle^i , au lieu de la prendre une seule 
fois. 

Soit, par exemple, x = 2 , 3 , 5 (i , 4)- 
Si nous posons j^ = (i , 4) , nous aurons 

jr=: 2, 3, 5, 7, y=: 1,4, ^} 
d'où 

puis , par Télimination de > , 

'y.^.t" — 1 3/^ :r -h 1 37 := o. 



[ 
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Mais si nous regardons, comme appartenant à la partit 
non périodique , les termes 1,491 de la période , et si 
nous posons y' = (4j ^ 9 4? » i^^^s aurons 

x=2,3, 5, I, 4, I, jr', ^/—.^^ ,^ ^^ ,^^/. 

puis 

257/' H- 21 3 , 297'-}- 24 

L'élimination dej^' donne ensuite l'équation trou\ée 
ci-dessus. 

47. Revenons maintenant au n^ 43. En discutant les 
différents cas qui se peuvent présenter , et en supposant , 
pour plus de simplicité, que la fraction périodique soit 
plus grande que Vunitéy nous obtiendrons les théorèmes 
suivants : 

i^: U équation (10)^ à laquelle donne lieu une frac- 
tion périodique simple , a ses racines de signes contraires. 
Et si on désigne par a la fraction continue inv^erse de la 
fraction proposée y la racine négative de cette équation 

1 

est • 

a 

D'abord^, Féqualion | ( 10) a ses racines de signes 

contraires, puisque son dernier terme est négatif. En 

second lieu, d'après le n^ 44, la fraction inverse serait 

donnée par Téquation 

•^ - p/ 4- P' ' 

ou 

p/'-h(P' — Q)r' — Q' = o- 

Et il est évident que cette dernière équation ne diflère 

de (10) que par le changement de y en ;• 

2**. Si la période a un seul terme j V équation résultante 
a ses racines réciproques, et de signes contraires . 
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^ En edet, dans l'équatioii (ii), le produit des racines 
est égal i — i . 

3°. Plus généralement, si la période est sy^métrique, 
Véquation du second degré a encore ses racines réch- 
proques^ et désignes contraires. 

D'après le n^ 45 , le dénominateur Q' est égal au numé- 
rateur P; donc Téquation (i5) devient 

4". L'équation (i3)> à laquelle donne lieu une fraction 
périodique mixte qui a plusieurs termes non périodiques, 
a ses racines posàii^es. 

L'équation (i3) résulte de l'élimination de j^ entre le» 
deux relations 

/ N E.r-+-D 

(12) X = — -: • 

Il s'agit donc de faire voir que si Ton substitue dans la 
formule (la), successivement les deux racines de Té- 
quation (lo), les résultats obtenus seront positifs. Cela 
est évident pour la valeur positive dejr. Quant à la valeur 
négative, j^observe d'abord qu'elle est comprise entre 

P P P Q 1 j. P' P 

— q7 • p7 et — q7 ' q7î cest-à-direenlre— -7 et — - 

Ces valeurs , mises à la place de j^ dans ( i a ) , donnent 

DQ^—EP^ DQ — E P 
lyQ' — E' P' ' D'Q — K~P' 

Acmellemeiit, nous avons 

E Q ^ 

E' Q' 
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D'ailleurs e est difTérent de q^ sans quoi e ferait partie de 
la période. Soit e<^q] alors 

1^9 ?^Q' 1V9 5.V9.' 

D^^P' D^^P'' D'^P' D'^^P'' 

Ces dernières inégalités prouvent d'abord que si j varie 

P' Q 

d'une manière continue entre — /w ^* — o' ^^ valeur 

Vc P 

de X ne passera ni par zéro ni par Vinjini; donc elle va- 
riera d'une manière continue. 
Ensuite, ces mêmes inégalités donnent 

DQ' — EP' >o, DQ — EP >o, 

D'Q'— E'P'>o, D'Q — E'P>o; 
d*où 

DQ'— EP' PQ— E P 



D'Q'— E'P' ^ ' D'Q— E'P 

Si nous avions supposé e^q^ nous serions arrivés au 
même résultat. 

Puis donc qu'en remplaçant, dans la formule (12), j^ 

par ses deux limites — fû ^^ — ^ ' '^* résultats de la sub- 
stitution sont positifs, et que d'ailleurs x varie d'une 
manière continue dans F intervalle considéré, nous pou- 
vons conclure que la seconde racine de l'équation (i3) est 
positive et comprise entre 

DQ'— EP' DQ — EP ^^^ 



D'Q'— E'P' D'Q — E'P 

5^. Si la partie non périodique a un seul terme a, nous 

aurons x = a + -• et la seconde racine de Téquation (i4) 

Q' Q i^ Q' Q 

sera comprise entre a — ^ et a — ^« Ur, ^, et p- sont 

(*} Ici encore, comme au n^ 19, on pourrait considérer l'hyperbole 
représentée par Téquation ( l'i). 
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compris entre q et </ -^ i -, doue cette seconde racine est 
comprise entre a — q g\. a — q — i. 

Si a est moindre que q^ nos deux limites sont négatives^ 
donc la seconde racine sera négatii^e et plus grande que 
l'unité. 

Si a est plus grand que q^ les deux limites sont posi- 
tives \ donc la seconde racine sera positivée. 

6^. Enfin, dans Téquation (i5) , la seconde racine est 
comprise entre a — m et a — m — i : donc cette seconde 
racine sera négative ou positive, selon que a sera infé^ 
rieur ou supérieur à m. 

48. Toute racine irrationnelle d'une équation du se^ 
cond degré, à coefficients entiers, se développe en frac- 
tion continue périodique. 

Ce théorème, réciproque de celui dont nous venons 
d^examiner les différents cas, est dû à Lagrange. 

Soit 

(i6) <i,x' — 2ÔoX — a« = o 

Téquation proposée, dans laquelle ao, A], b^ sont entiers. 
Supposons d^abord que les racines soient de signes con- 
traires, auquel cas ao et ai sont positifs. La racine posi-- 
tive sera donnée par la formule 

X = ' ■ ■ 

Pour développer cette quantité en fraction continue, re- 
présentons par qx la partie entière du second membre, 

laquelle peut être nulle, et posons or = 47, H : Xx sera 

Xx 

positif et plus grand que i . 

De î— 5 = ^, -I- on tire 

a, ^ X, 

Xi n. 
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pui» 

«I 

Pour faire passer le radical au numérateur, multiplions 

les deux termes par v^i J H- a© «i — (b^ — a^ Çi) \ nous ob- 
tiendrons 



X, = 






en supprimant le facteur commun O] . 
Posons, pour abréger, 

nous aurons, identiquement, 
et la valeur de Xi derieridra 



bt H- V^î -f-^ifli 

*i = — '■ 

«a 

Conséquemment, Tinconnue Xi est racine de Féqualion 

(a) ûj jrj — 2 ô, jc, — a, = o. 

Maintenant, je dis que cette équation est de même na- 
ture que la proposée, c'est-à-dire qu^elle a ses deux racines 
de signes contraires. En efTet, le coefficient a^ est ce que 
devient le premier membre de la proposée quand , après 
en avoir changé tous les signes, on y remplace x par Çi, 
Or cette dernière quantité étant , par hypothèse , la partie 
entière de x, est comprise entre les deux racines de l'é- 
quation (16)^ donc, d'après les propriétés connues de» 
trinômes du second degré , 

a,q] — 2^,<7, — fl»<;o, 
on, ce qui est la même chose, ai ^> o. Donc, clc. 
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L'équatiou (n) ayant ses racines de signes contraires, 
il est clair , d'après ce qui précède , que l'inconnue Xi 
sera la racine positive de cette équation, et que si ron 
désigne par Çf la partie entière de Xi (laquelle sera au 
moins égale à i), on aura 

I 

x\ étant la racine positive de Féquation 
(h) «3 xj — 2 ^, «, — ûj == o , 

laquelle se déduit de la précédente comme celle-ci a été 
déduite de la proposée. 

Cette équation [b) aura encore ses racines de signes 
contraires*, et ainsi de suite. 

Actuellement, la série des égalités 

dans lesquelles ao, ai, at,..., b], b]^ ^!v**) ^^^ des 
nombres entiers positifs ^ prouve que ces nombres ne 
peuvent croître indé&niment, et, conséquemment , qu^a- 
près un nombre limité d'opérations , on arrivera à une 
certaine équation 

dont les coefficients seront ceux dVne équation déjà ob- 
tenue. Conséquemment aussi , la valeur fie x sera pério^ 
f ligue. 

Considérons à présent le cas où Téquation du second 
degré a ses racines do même signe. Nous pouvons les sup- 
{>oser positives : car si elles étaient négatives , il nous 
suffirait de changer, dans la proposée , j: en — x. 

Cela étant, soit 

(17) /7o.r' — 2.b,x -{-a^=iO 
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réquatiou proposée , dans laquelle ao , ai , 60 sont entiers 
et positifs, 
La plus grande racine est donnée par la formule 



^•-t-V/^î — «OUI . I 

X = = yi H 

«• X| 

Si ces deux valeurs de x n^ont pas la même partie entière, 
Téquation en Xi aura une racine plus grande que i , et 

une racine négative : car l'expression ^i H doit donner 

Xi 

les deux valeurs de x. Cette transformée en x^ ayant ses 
racines de signes contraires, la racine positive se déve- 
loppera en fraction continue périodique \ et il en sera de 
même pour la plus grande racine de Téquation (17). 

Si les deux racines de cette équation ont la même partie 
entière q^ , la transformée en X] aura ses deux racines plus 
grandes que Tunité positive ; et alors nous pourrons rai- 
sonner sur cette équation comme nous avons raisonné sur 
Téquation (17) , c'est-à-dire que si les deux valeurs de Xt 
n'ont pas la même partie entière , la transformée en x% 
aura ses racines de signes contraires , etc. 

Remarquons enfin que nous ne pourrons pas trouver 
indéfiniment des transformées dont les deux racines aient 
même partie entière : car, s41 en était ainsi , les deux va- 
leurs de X seraient égales et, conséquemment , ration- 
nelles. 

Le théorème de Lagrange est donc démontré. 

49. Reprenons le calcul qui donne le développement 
de la plus grande racine de Féquation proposée. 

Dans le cas de l'équation (16), nous avons trouvé 

X=: = 7i H 

Nommons N la racine carrée entière de A =ij -^-«o«i, 
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et posons 

nous aurons de même 

A, -4- N = </,, rf, = Hj^i H- r,, 

Mais 

donc 

<f 5 =r 2 N — r, , 

rfj =r 2N — Tï. 



La for ries dis^idendes est donc connue. 
D'un autre côté, la relation a^=z a^-^ ^^o^i — ^t^î 
donne 

= fl« ■+- 9i (*• — ^1 ) = «• -h ^1 (^i — rfa) = ^« -<- ^« ('■« -" '■' )• 

De là le tableau suivant , qui donne la marche du calcul : 

</, = 6 -h N = a N — r. , 
d, z= aiÇi -^ Kl, </,= 2N — r,, û, = û^, H-^,(r, — r,), 

1/3 = flj^î H-/",, rf3 = 2N — Tj, a3=ra, -4- g, (r, — r,). 

S'il s'agît de Téquation (17) , il suffit de changer le si- 
gne de ai . 

50. En appliquant cette méthode à Téquation 

3x' — 8x — 5 =: o , 
nous aurons 

/7, = 3, ^0 = 4» ffo^S, A = 3i, IN=:5, 
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puis 
9 = 

10 = 
10 = 

9 = 
6 = 

10 = 
10 = 

6 = 
9 = 

donc 

61. 

aurait 

a, = 
puis 



3. 3-4-0 

2. 5 + o 

3. 3-H I 

5. I 4-4 

6. I -h o 

I . lO -h o 

6. I 4-4 

5. I H- I 

3. 3-Ho 



d, 
d^ 
d, 
d, 
d, 
d, 
d, 
4 



9» 
lo. 



== lO 



6, 

lO. 



^= 10 



6, 
9' 



£/,o=r lO. 



flj : 

a» • 



3, 

5-3 

3, 

2 + 3 

3 + 3 
5-4 
6, 

I +4 

6-3 
5 — 3 



= 2 



5, 
6, 

3, 

2, 



a:' = f3, 5, 3, I, 1, lo, I, i). 
Pour la seconde racine, prise positivement, on 

3, 6o = — 4? <î« = 5, A=3i, N = 5; 







rf, = I , 


a, = 3, 


1 = 3. 


OH- I , 


rf, = 9, 


a, =5, 


9 = 5. 


I +4, 


rf, = 6, 


«3 — 3 -h 3 — 6, 


6 = 6. 


1 +o, 


flT, =IO, 


«4 = 5 — 4 = ' > 


10 = 1 . 


I04-0, 


«/s =IO, 


«5 =6, 


10 = 6. 


I H-45 


^6 = 6, 


Û6 = I 4-4 = 5, 


6 = 5. 


H-i, 


r/, = 9, 


a- — 6—3 3, 


9 = 3. 


34-0, 


, £/, =IO, 


Ht — 5 — 3 = 2, 


10 = 2. 


54-0, 


, J, = IO, 


«9 = 3, 


10 = 3. 


3h-i 


, ^,.= 9, 


rt,« 2 4-3 5, 


9 = 5. 


n-4 


> • • • > 




donc 









— a?" = o, (i, I, lo, I, I, 3, 5, 3). 
52. Prenons encore l'ëquation 

62 j:* — 40^"*^ ■^~ ^45 ^= ^> 
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laquelle donne 

, 200 -f- ^lo „ 200 — ^i 



62 62 

Pour la première racine, 

a, =162, <i« = — 645, N = 3, rf, = 2o3; 
puis 

203 = 62.3 -+-17, rfa= — II, aj= — 645-h3(2o3+n)= — 3, 

— 11 = — 3.3— 2, £/3 = 8, 03=62 — 3.19 = 5, 

8^5.14-3, ^4 = 3, Û4 = — 3-4-5 = 2, 

3 = 2.14-1, c/| = 5, oj = 5 — 2 = 3, 

5 = 3.iH-2, rf, = 4» «« = 2 + 1=3, 

4=:3.i-f-. I, //7 = 5, <!, = 3 — 1=3, 

5 = 2.2 H- I , dt = 5f «g=r3, 

5=3.i-f-2, £/9 = 49 /I9 = 2+1=3,.... 

A cause de df = ds et de ^9 = ^5) la période est en 
évidence 5 et 0;:' = 3, 3, i, 1,(1, ij 2). 
On trouve semblablement 

j:"=3, 5, (l, 2, i) = 3, 5, I, (2, I, 1). 

53. La méthode de calcul qui vient d^être appliquée 
donne une limite supérieure du nombre des transformées 
de Téquation proposée. En effet, s'il s'agit de l'équa- 
tion (16), les dividendes sont positifs et moindres que 
2N 4- 1 . De plus , pour un dividende rf, il y a au plus d 
valeurs du diviseur. Donc le nombre des transformées est 
au plus 

i-f-?-f-3+...-i-2N = N(2N -hi). 

Dans le cas de Téquation (17), comme les dividendes 
peuvent être négatifs, on obtiendrait une limite du nom- 
bre des transformées en doublant N (2N 4- 1) (*). 

(*) On aurait une limite beaucoup plus basée que N(aN -f-i), si l'on 
pouvait assigner le nombre des soîutions entières et positives de Téqua- 
lion «'-+-111 = A. 
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53. Nous supposerons maintenant, pour plus de sim- 
plicité', que Vèquation donnée a au moins une racine 
plus grande que V unité positiue : si le contraire arrivait, 

il suffirait de changer x en - ou en Cette restric- 

tion étant admise, si Ton rapproche le théorème de La- 
grange de la discussion faite ci-dessus (47), on arrive aux 
conséquences suivantes : 

I®. «Sbiit une équation du second degré, dont les ra- 
cines sont de signes contraires , 

Si l'on dés^eloppey en fractions continues, la racine 
positive x' et la racine négative — x" changée de signe: 

La partie périodique de x' sera l'inverse de la partie 
périodique de x"\ 

Les deux fractions continues sont périodiques simples, 
excepté quand x" est ]> i , auquel cas x' a un seul terme 
non périodique* 

a**. Si r équation du second degré a ses racines posi- 
tives, ces deux racines se développent suivant deux 
fractions périodiques mixtes, dans lesquelles les parties 
. périodiques sont inverses Vune de Vautre, 

Ajoutons, pour que cet énoncé ne puisse pas être en 
défaut : 

i**. Qu'une fraction périodique simple , plus petite que 
Puni té, est nécessairement de la forme 

x'z=z o, (/w, /i, /?, 9,.--> ^) ^); 

a®. Que pour avoir, dans x' et dans x", des périodes 
inverses l'une de l'autre, il pourra être nécessaire de 
comprendre dans les parties non périodiques, plusieurs 
termes périodiques. 

Ainsi, dans Texemple du n^ 50, nous avons trouvé 

a/ =(3, 5, 3, I, 1, lo, I, i) 
et 

x"=ro, (i, \y lo, 1, I, 3, 5, 3). 

Ann. de Mathémat,, t. VUl. (Mai 184g.) I -^ 
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Dans le n^ 52, les valeurs de» deux racines étaient 

x'=:3', 3, I, I, (i, I, a), x"=3, 5 (l, 2, i), 

et les périodes n'étaient pas inverses ^ maïs elles le sont 
devenues quand nous avons eu écrit 

x" ^ 3, 5, 1, (2, I, i). 

54. La racine carrée d'un nombre rationnel non 
carré est exprimée par une fraction périodique mixte 
ayant un seul terme à sa partie non périodique. 

Soit A le nombre, plus grand que l'unité, dont on 
veut développer la racine carrée en fraction continue. 
Cette racine est donnée par l'équation x* — A = o , et le 
théorème est compris dans celui qui précède. 

Soit x'= sfK=a^ (m, «, p, ^, r), en supposant, pour 
fixer les idées, que la période ait cinq termes. Représen- 
tons par j la fraction périodique simple (m, n, /?, y, /*); 
nous aurons, d'après le n® 47, 

— x" = v^ = « — {r^ q^ Pj f^y '") 

ou 

x" = — (u-h (r, qt Pf ny w)- 

Mais x" = x' = a , ( w, n, p^ q, r) ] donc 

La relatîoi» — a + /• = a donne r = 2 a, c'est-à-dire que , 

dans le déi^eloppement de ^A, le dernier terme de la 
période est double du terme non périodique. 

Les autres égalités nous apprennent qn en faisant abs- 
traction du dernier terme 2a, la période de \A est 
symétrique. 

Par exemple, 

v/^ = 4, (i, 8); v^ = 8, (i, I, 5, 5, i, i, 16). 
55. Avant de passer à d'autres propriétés, cherchons 
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le moyen de transformer une fraction continue, à termes 
positifs et négatifs, en une autre dont tous les termes 
soient positifs. 

Soit, à cet effet, la fraction continue x = a , 



dans laquelle a, &, c ne sont pas inférieurs à Tunité. Cette 
fraction est comprise entre a — i et a; donc on peut 

écrire x = a — iH En identifiant, on trouve 



c 

z = = 1-4- 



b — i -h" 6 — I H- - 

t r 



Donc 



I I 



^ ' .1 



L • » 



C , I 

^ — I -h - 

c 



Si i = 1 9 on a simplement 



I 

= fl — I 



I I -hc 

ï H--- 
c 



S6. Comme application, prenons 

I 

X = I 

I 

3 '— 

I 



4 



5 

I 



J "~~* • • a • 
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Nous obtiendrons successivement 



ar = o H- 



i H I ■+- 



I H-5 1 ■+- 

j "^^ • • ■ 



I 4- 



3-h 



5 — 
et enfin 

x=:o, I, I, a, I, 3, 4, 1, 5, 6, I, 7, 8, i,.... 

57. Revenons à Tëquation (17), 

a^jc^ — 2 6,x -h «I = 0; 

et supposons qu'ayant réduit Tune des racines en frac- 
tion continue, on veuille conclure de ce développement 
celui de la seconde racine. 

Soit donc , pour fixer lés idées , 

af = a^ bj r, d^ e^ (m, «, />, q). 

Représentons par y* la valeur de la fraction périodique 
simple (m, w, p, q) \ d'où x' = a, i, c, d^ ^, J''. 

Il est clair, d'après le n^ 43, que pour obtenir la se- 
conde racine x" de Téquation (i 7) J il suffira de remplacer 
y' y dans l'expression de jr', par la racine négative de Té- 
quation y=:m^ /i, p, (f^y* Or cette racine négative —>'' 
a pour développement — [o, (</, p, /î, w)] (47). Consé- 
quemment, en posant z =: (^, /?, 71, m), 

a^izriay by r, //, c — s. 

Il y a maintenant, à cause de e différent de q^ deux cas 
à distinguer : 

i*^. e'^q. Alors la fraction 



I 



e — z-=: e — q — 



n 



• • > 
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ou, par la formule ( i8) , 

€ — a = e — q — I 



. + i—r 

/> — IH ^ > 



■ • 



n 
puis 

x" = a, b^ c, d^ r — 9 — I, 1, /? — I, (/î, /w, 7, ;?). 
2**. e<^q. Dans ce cas , 

e — z 



q — eA ; I -h 



q — e — 1+ 



«t, consëquemment, 

x^=rtf, b, r, rf— I, I, ^ — r— I, {/?, 7, «, m). 

Les mêmes considérations s^é tendraient à Tëqua tion ( 1 6) . 
On trouvera les formules générales , soit dans le Mémoire 
de M. Ramus [Journal de Crelle, tome XX) , soit dans 
celui de M. Lebesgue [Journal de Liou ville , tome V). 

58. Applications. Soit Téquation 

62 x^ — 4<^o X -f- 645 := 0. 

Nous avons trouvé ci-dessus , pour la première racine , 

£ z=L 3, 3, I, I, (i, I, 2). 

Le développement de la seconde racine sera donc 

x*=3, 3, o, I, o, (i, I, a). 

Pour simplifier ce développement, observons qu'une frac 
lion telle que a H = a -h i H Par consé- 



c 



quent , 

a?"=3, 3, o, 2, (r, 2, i)==3, 5, (1, 2, 1^; 
vo. qui est exact 
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Soit encore x'= 2, 3, 3, 4) S, (iy^y a, 2). Koos au* 
rons , d'après la formule ci-dessus , 

j:'' = 2y 3 y 3, 4» ^9 I9 I» (2 9 3 9 ^9 2)- 

Et , en effet , si Ton remonte aux valeurs de ces deux frac- 
tions continues, on trouve qu'elles sont racines de l'é- 
quation 

490 137 X* — 22667680: -f- 2697 744 = <>• 

D'ailleurs , cette équation étant résolue donne 

_ ij28384±j/528 
•^■" 490 «37 

59. Pour terminer ce paragraphe, résolvons les équa- 
tions du second degré auxquelles on est conduit lorsqu'on 
cherche la valeur d'une fraction continue périodique. 

D'abord, l'équation (10) : Qy + (P'— Q)j — ^= ^ 
donne 



^. _ - (P - Q)±: v/(P^ - qy -h 4PQ^ 

^~ 2Q' 

Mais PQ' — P'Q = it: I ; donc 

_ -(F^Q)±N/(P^4-Q/rb4 

^■" 2Q' 

Plus généralement, soit l'équation (i3) 

Q'(D'jt— D)»— (F— Q) (D'x-D) (E'x— E)— P(E'x— E)'=o, 

ou 

[Q'D'' — (P'— Q)D'E' — PD'»]*» 
— [2(Q'DD' — PEE) — (F — Q) (DE' + D'E)]x 
+ Q'D' — ( F — Q) DE — PE' = o. 
Klle donne 

_ 2(Q'DD — PKE\)- jF— Q)(DE'-h D'E)±V^L 
^~ 2[Q'D''— PK"— fP — Q)D'E'l ' 
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eu représentant par L la fonction 

[2 (Q'DD' — PEE') ^ (P' — Q) (DE' H- D' E)]-' 
— 4 [Q'D'»— PE'»— ( P'— Q) D' E'] [Q' D»— PE»— (P'-~ Q) DE ]. 

En développant cette fonction , et ayant égard aux rela- 
tions PQ' — FQ = zh I , DE' — D'E = ± i , on trouve 
qu elle se réduit à (P' — Q)' it 4- 

Il suit de là que si l'on cherche la valeur d'une fraction 
continue périodique , le radical contenu dans cette valeur 

est de la forme yu* ± 4 9 laquelle, si u est pair, se réduit 

à 2 ^u'* dr I . Par suite , d'après le théorème de Lagrange , 

Tirrationnelle v^, dans laquelle A est un nombre entier, 
ne doit diflerer que par un facteur commensurable X de 

rirrationnellc v^a*±: 4. En d*auCrcs termes, on peut tou- 
jours satisfaire à Téquation AX* = a*± 4« 

Cette remarque est utile dans l'analyse indéterminée 
du second degré. 

IX . — Sur le rapport de la circonférence au diamètre. 

m 

60. La formule de Brouncker, démontrée ci»dessus, 
ne peut pas servir à calculer des valeurs aj^rochées du 
rapport de la circonférence au diamètre, parce qu'elle 
est fort peu convergente. On peut , ainsi que nous le fe- 
rons voir plus tard, développer ce rapport suivant des 
fractions continues plus convergentes que celle de Broun- 
cker^ mais on ne connaît pas de méthode directe qui 
permette de le développer en une fraction continue ayant 
ses termes entiers. 

Pour suppléer à la connaissance de cette méthode, ob- 
servons que le rapport dont il s'agit 'est compris entre 

3,141592653589793 et 3,141592653589794» 
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c'est-à-dire entre les deux fractioos 

3 1 4 ' 592 653 589 793 3 i4i 592653589794 

1 000 000 000 000 000 1 000 oûo 000 000 000 

Si donc on réduit ces deux quantités en fractions conti- 
nues, les termes communs aux deux développements 
appartiendront au développement cherché : c'est là une 
proposition qu'il est très-aisé de démontrer. 
Cela posé, on trouve 

3 14 1 592 653 589 793 
1 000 000 000 000 000 
= 3, 7, i5, I, 29a, I, I, I, 2, I, 3, I, i5,...î 

3 i4i 592^3 589 794 

1 000000 000 000 000 
= 3, 7, i5, 1, 292^ 1, I, I, a, I, 3, I, i4, 

Conséquemment , 

TT = 3 , 7, 1 5 , 1 , 292 , if I, I92, i, 3y I,.... 

On aurait obtenu un plus grand nombre de termes si Ton 
avait pris un plus grand nombre de décimales dans la 
valeur de ir. 

61 . Formons actuellement les réduites de la fraction 
continue qui vient d^ètre écrite , et nous obtiendrons les 
valeurs suivantes, qui approchent de plus en plus du 
nombre TT, alternativement par défaut et par excès : 

3 22 '333 355 103993 104348 
I 7 106 ii3 33 102 332i5 

208 34 I 312689 833719 
66317' 9953a 265381' 

La première réduite est fort peu approchée. 

La deuxième , — » est égale au rapport (Tjérchinièdey 

pllr es* approchée à moins de ^ = —7-. 

* ^ 7. 100 747. 
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La Iroisième réduite donne le rapport de Hiuard. 

La quatrième est égale au rapport trouvé par Adrien 
Métius, Ce rapport, qui n'est guère plus compliqué que 
celui de Rivard, est beaucoup plus approché, car il dif- 
fère de TT d'une quantité comprise entre 

I I 

ii3.33io2 ii3(33io2 ■+- ii3)' 

c'est-à-dire entre 

I I 
et — — — . 

3740526 3753295* 

Si , à l'aide des réduites principales que nous venons 
de calculer, on formait les réduites intermédiaires, on 
obtiendrait d'autres expressions approchées du rapport de 
la circonférence au diamètre. 

62. Reprenons la fraction continue 

Si nous voulons la rendre plus convergente, transfor- 
mons-la en une autre qui ne renferme plus de termes 
^aux à Tunité. C'est à quoi nous parviendrons au moyen 
de la formule (18) . Cette formule donne , en effet , 



,5 _| = ,6 — 

I 

1 H 



292- 



^^H-7 



i 

Elle donne ensuite 

I 



293 H = 294 — - 



I 

I H 2 



I I 

I H i 4-- 

1 2 

1 -f- 
2 



= 294 



I 



3-i.. ■; 
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donc 

TT = 3-+- 



I 



,6 i 

I 



94 \ 

3 



3 



I 



I ■+-... , 



ou encore 

w = 3 -h 



7 -H- 

i6 4- 



— 294^- 



3h- 



— 4"^ • • • • 

as. Ayant développe ir en fraction continue, on peut, 
k Faide de la formule (8), développer ce même nombre 
en série convergente. On trouve ainsi 



TT = 3 -f TT-h 



7 7.106 106. ii3 
I 



-h 



ii3.33io2 33io2.332i5 332i5. 66317 
I 1 



66317.99532 99532.265381 

La série devient encore plus convergente si l'on prend 
pour fraction continue celle qui vient d'être écrite. On 
trouve alors , en effet , 

1 I I 



ÎT 



= 3-+--- 



7 7.113 11 3. 3321 5 
I 1 



33215.99532 9i)53a.3649i3 



+ ... 
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BIOGRAPHIE. 



CiRODDE. 



Nous avons à racouter une vie, sans incidents, courte, 
mais bien remplie; la vie d^un homme intègre, bon 
époux, bon père, bon citoyen et excellent professeur. 
Cirodde (Paul-Louis) est né le 18 décembre 1794 9 ^ 
Issoudun , seconde ville du Berry, et occupant une place 
honorable dans les annales de cette ancienne province. 
Admis au lycée de Bourges , le jeune Cirodde fit des études 
si brillantes , qu'à Tàge de dix-huit ans il fut nommé, par 
M. de Fontanes , régent de mathématiques au collège de 
Châteauix>ux. Voué désormais à renseignement , il partit 
du premier échelon. Nous le trouvons, en i8i3 , profes- 
sant les classes de grammaire au collège de Sancerre; en 
18149 régent de mathématiques au collège de Saint- 
Benott-du-Saultz;' de 1817 à 1818, maître d'études au 
collège de Meaux; de i8-i8 à 1820, maître d'études au 
collège royal Louis-le-Grand; et de là , envoyé, par ar- 
rêté de la Commission dHnstniction publique , du 3 octo^ 
bre 1820, au collège de Dijon pour y professer les ma- 
thématiques. Après quinze années d^exercices , Cirodde 
entra dans la carrière littéraire par ses leçons d'arith- 
métique, en 1 835, et continua depuis à publier ces Traités 
élémentaires qui ont eu tant de succès , d'autant plus flat-' 
leurs qu'il y avait lutte entre des ouvrages analogues ^ 
d'un mérite intrinsèque , et auxquels la position officielle 
des auteurs donnait un cours forcé y c'est que Cirodde 
possédait à un haut degré l'exégèse , sous forme catéchè- 
tique du professeur, et savait, en écrivant, éviter les deux 
érueils du genre : le niais et le verbiage. Savoir ce qu'il 
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faut dire est un talent rare ^ plus rare encore est le talent 
de savoir ce qu^il ne faut pas dire. Presque tous ces Traités 
ont eu plusieurs éditions et Tautorisation officielle. Ces 
deux critériums sont loin d'être infaillibles . Les professeurs 
à classes nombreuses trouvent toujours un débit assuré 
pour leurs livres et de la facilité à multiplier les éditions. 
Si , comme il est d^ usage dans les académies , on publiait 
les rapports et les noms des rapporteurs, les autorisations 
auraient une signification ; comme il n'en est rien , ces 
appréciations dégénèrent en simples formules, espèce de 
certificat de bonne conduite attestant que Tauteur n'a pas 
dévié du sillon tracé par la charrue universitaire. Yoici 
un fait plus significatif : Poisson , ce nom dit tout , appela 
Cirodde dans la capitale , et le fit nommer, le 29 mai 1827, 
professeur au collège de Henri IV ^ là , il forma de nom- 
breux élèves pour les d} verses écoles , et prit bientôt rang 
parmi les meilleurs professeurs de l'Académie de Paris. 
Absorbé complètement par le devoir , tous ses instants 
S'écoulaient à donner, à écrire, à publier des leçons. Re- 
tiré dans son cabiuet, vivant au milieu de ses théorèmes, 
ses relations sociales n'avaient pas cette facilité, ce liant 
que donnent la fréquentation du monde et la culture des 
lettres [liiterœ hwnaniores). Toutefois, Cirodde n'était 
pas du nombre de ces géomètres dont Voltaire dit, avec 
raison , qu'en les faisant 

Promethée oublia de leur donner un cœur. 

Il est à ma connaissance que Cirodde aida avec généro- 
sité et , ce qui est plus louable , avec délicatesse , un col- 
lègue dans la peine , qui l'a précédé dans la tombe sans 
pouvoir s'acquitter. Parvenu à une honorable aisance, 
unique fruit des pénibles labeurs de l'enseignement, 
jouissant d'un bonheur domestique parfait, il pouvait 
aspirer à ce genre de repos que Cicéron définit otiunt 
cum dignitale. Fa* sort en a décidé autrement. Les plus 
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chanceuses des probabilités sont celles de la durée vitale : 
échéance in déterminéepour chacun , à court terme pour 
tous. Les premiers symptômes du mal , précurseurs que 
nous voulons rarement reconnaître , se déclarèrent à 
Rome, dans un voyage d'agrément que Cirodde fit avec 
toute sa famille, pendant les vacances de 1847. Après 
une courte maladie de cinq jours , il a expiré le 24 jan- 
vier 1 849 9 âgé de cinquante-quatre ans , et ayant conservé 
jusqu'au dernier moment toutes ses facultés intellectuelles 
et toutes ses opinions philosophiques. Il laisse une veuve , 
sœur de M. Vaillant, général de division du génie , et deux 
(ils, ses élèves, qu^il a fait entrer ensemble à TËcole Po- 
lytechnique, en 1843, et qui ont été admis ensemble, 
en 1845, dans le corps des Ponts et Chaussées. Ils pro- 
mettent de porter dignement un nom honorable : noblesse 
oblige, Tm. 

Out^rages de Cirodde. 

1°. Leçons d'arithmétique ; in-8** de 12 feuilles 7. Di- 
jon, i835. — 3* édition; Paris, 1839. — 4® édition 
Paris, 1840. — 5* édition; Paris, i843. — 6** édition 
Paris, 1845. —7*^ édition; Paris, 184'î.— 8* édition 
Paris, 1847* {y^iT Nouv^elles Annales.) 

2°. Théorie de VÉlimination entre deux équations 
de degré quelconque entre deux inconnues^ in-4*' de 
3 feuilles. Dijon, i835. (Par la division, méthode de 
Bret.) 

3®. Leçons de Géométrie théorique et pratique ; in-8^* 
de 24 feuilles. Dijon, i836. 

4°. Abrégé d'Arithmétique^ in- 18 de 3 feuilles. Di- 
jon, 1840. — 2* édition. Dijon, 1842. 

5^. Leçons de Géométrie , suivies de notions élémen- 
taires de géométrie descriptive; in-8** de 28 feuilles. Paris, 
1844. (La couverture porte 2* édition.) 
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6^. Leçons d'Algèbre; in-8** de 36 feuilles. Paris, 
i846. 

7®. Élémenls de Trigonotnétrie rectUigne et sphé- 
riqu^; iii-8" de 6 feuilles. Paris, i847- 

8°. Leçons de Géométrie analytique , précédées des 
Éléments de la Trigonométrie sphérique et rectUigne; 
a" édition. Paris, 1848. La i'^ édition est de i843. 

9^. Traité de Statique; manuscrit prêt pour l'impres- 
sion. 

10°. Noui^elles Annales de Mathématiques, tomes I 
et IV . 
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Pak m. HAREL ( Julbs) » 

Élève du lycée de Rouen. 



Soient P, P' deux points appartenant respectivement 
à deux ellipses homojbcales, tels que les tangentes 
qu'on mène à ces courbes en P et en P' se coupent à angle 
droit; en désignant par I le point de leur intersection, 
et par C le centre commun des ellipses, la droite CI ^*- 
irisera en parties égales la distance PP' (Strebor). 

Soient a a et 26 les deux axes de l'ellipse intérieure, 
et 2 A et 2 B les axes de Tellipse extérieure ; les équations 
de ces deux ellipses, rapportées h leur centre commun et 
à leurs axes, seront 

Soient x' et j' les coordonnées de P, a:" et j" celles 
de P'; Téquation de la tangente en P est 

b^x' b' 



■>=-«-^'"-^7" 
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l'équation de la tangente en P' est 

_ B»x" B' 

les coordonnées du point d'intersection I sont 



_ é>'B»(fl»x^' — jr^A') 
^ " a^B'y'a/' — A' b^" ^ 

donc l'équation de la droite CI est 

•^■"ii^A*(BV — ^'r")"^' 

Il faut faire voir que cette équation est satisfaite pour 
les coordonnées du point milieu de PP^, cooixlonnées qui 

sont ^ — et ; c'est-à-dire il faut montrer que 

2 2 ^ 

Ton a 

y' -f- y" _ ^^B' (g' jr^ — x'A^) / a/ -\' x'' \ 
2 "-fl»AMB»r'-6V'')\ 5~"/ 
ou 

=r û»^» (B'x"' -f- A'r "*) 4- B^^» {a^ — A») x'x". 
Or (x'y y') étant sur la première ellipse, on a 

{x^y j '') étant sur la seconde ellipse, on a 

AV-^B'*"' = A'B^ 

Il suffit donc de démontrer que 

— à'h}y'y" (A' — B') = ^'B»a:'x" («» — A»). 
Or, les tangentes étant perpendiculaires , on a 

ii'K^y" y' ^ — ^'BVa:"; 
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les deux ellipses étant homofocales , on a aussi 

A» — B» = a' — A\ 

La relation ci-dessus est justifiée; donc le théorème est 
démontré. 

Nota. Le lieu géométrique du point I est un cercle 
concentrique slutc ellipses , ce cercle est touché au point 1 
par le cercle décrit sur PP' comme diamètre {voir tome V, 
page 127) ; donc le rayon CI passe par le milieu de PP'. 
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Traité élémentaire de navigation à Tusage des officiers 
de la marine militaire et de la marine du commerce; 
par f^. Caillety examinateur de la marine , membre de 
la Légion d^ionneur. 

Cours de l'école navale, première année d'études ; t. P% 
texte. Brest, 1848. Grand in-8° de 277 pages, i3 pi. 
lith. ; par V* Caillet, professeur d'hydrographie de 
première classe , chevalier de la Légion d'honneur, 
chargé à FEcolc navale de renseignement de Tastro- 
nomie, de la navigation et de la géodésie appliquée â la 
marine; t. 11, Tables. Brest, 1846, grand in -8° de 
217 pages. 

Le premier Traité de navigation, vraiment didactique, 
est celui de Georges Fournier, jésuite de Caen. Son ou- 
vrage, très-longtemps classique et qu^on consulterait en- 
core avec fruit, est devenu extrêmement rare; il porte 



(*) Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Me thé' 
meti^ues se trouvent chex M. Bachelier, libraire, quai des Augustins, 
n» :i5. 
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pour litre : Hydrographie contenant la théorie et la 
pratique de toutes les parties de la nav^igation, Paris, 
1643 et 1667^ 2^ édition, in-folio. 

De nos jours, un homonyme, M. Fouruier (C.-F.), 
naguère examinateur de la marine, a composé aussi un 
Traité de navigation, adopté pour les Ecoles d'hydro- 
graphie, et qui est parvenu, en i845, à la 4"^ édition. 
L* auteur, ayant navigué lui-même , a résolu avec talent 
les problèmes pratiques. Mais, dès 1808, lé savant Du 
Bourguet exposa , d^une manière à peu près complète , 
les applications des théories astronomiques à la naviga- 
tion*, destinées à la marine militaire et à la marine mar- 
chande , Fauteur a dû «renvoyer aux notes la partie supé- 
rieure aux éléments. 

M. Caillet a suivi une marche diOerente. Les cinq pre- 
miers chapitres, consacrés à l'astronomie proprement 
dite, donnent au navigateur une parfaite connaissance 
de la voûte céleste et des lois qui régissent les mouvements 
des astres, connaissance indispensable pour comprendre 
la construction des éphémérides (*). L'usage de ces éphé- 
mérides [Connaissance des Temps) est expliqué , avec les 
préliminaires nécessaires, dans le chapitre VL On y 
trouve une méthode d'interpolation , en supposant con- 
stante la troisième différence, ce qui est toujours suffisant 
pour la pratique. 

II arrive souvent que plusieurs personnes observent 
simultanément les mêmes distances angulaires \ M. Caillet 
cherche (page ^24) quelle erreur peut donner, dans les 
hauteurs observées au même instant , une différence de 



(*) Ces cinq chapitres, modèles de concision et d'exactitude, imprimés 
à part , seraient très-utiles aux professeurs de cosmographie et d'astro- 
nomie , dans les institutions universitaires. G. T. 

Afin. d£ MathémaL, t. Vill. (Juin 1849.} '4 
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position des observateurs. La considération de deux aiigles 
trièdrcs, Tun ayant son sommet au centre de la terre, et 
l'autre au centre de Tastre, et ayant pour arête commune 
la distance des lieux des observateurs, fait voir très-sim- 
plement que l'erreur ne peut aller à o",3 pour un écarte- 
ment de lo mètres. 

Après-cette exposition claire et élémentaire des calculs 
fondamentaux, Tautcur établit, dans les chapitres Vil 
et \III, la théorie des lentilles et leurs diverses applica- 
tions aux lunettes astronomiques \ examinant tous les cas 
d'erreur que peut donner la construction des instruments, 
il fait voir que , contrairement à Topinion de Borda, con- 
signée dans son Instruction sur le cercle à réflexion ^ il 
n'est pas absolument, nécessaire que le grand miroir de 
l'instrument soit exactement placé au centre. Une Table , 
dont on connaît la formule, est d'un usage plus facile que 
si la pratique seule en donnait Tentrée. Aussi l'auteur 
explique avec soin les démonstrations des formules au 
moyen desquelles on a construit les Tables nécessaires 
pour tenir compte de l'imperfection des instruments, du 
non-parallélisme des miroirs, etc. 

Les trois chapitres suivants sont consacrés aux trois 
corrections fondamentales que doivent subir les hauteurs 
observées. Le chapitre IX traite de la dépression. On \ 
trouve la description de l'ingénieux dépressiomètre de 
M. Daussy, et l'indication d'un mode d'observer plus 
simple que celui qui est dû à M. Daussy. Les relations 
entre la hauteur de l'œil, la dépression et la distance 
à l'horizon sont rigoureusement établies , et les exemples 
de calcul facilitent l'emploi des formules. On connaît le 
beau travail de M. Caillet sur les réfractions astrono- 
miques , travail qui a été l'objet d'un Rapport très-favo- 
rable à l'Académie des Sciences. L'auteur, ayant fait 
d'heureuses modifications à la formule de Laplace, a 
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calculé des Tables usuelles, inséi^cs dans la Connais- 
sance des Temps de i85i (*). 

Les Tables de correction relatives à l'influence thermo- 
métrique et barométrique , au cas où les circonstances ne 
permettent pas d'employer les réfractions moyennes, sont 
d'un usage très-commode. Le chapitre X donne l'expli- 
cation et les applications de ces diverses Tables, ren- 
fermées dans le tome II . 

Le chapitre XI renferme tout ce qui concerne l'in- 
fluence de la parallaxe; et la mesure des demi-diamètres 
du soleil et de la lune fait la matière du chapitre XII. 

Tout ce qui précède peut être considéré comme les pré- 
liminaires; ce n'est qu'après l'exposition de ces théories, 
que Fauteur aborde les applications à la navigation. 

Un marin fait rarement une seule observation , surtout 
pour les calculs d'angles horaires. Il s'agit donc de savoir 
si la moyenne des hauteurs correspond exactement à la 
moyenne des heures indiquées par le chronomètre. Cela 
arrive exactement pour les astres dont le mouvement est 
régulier, et encore pour ceux dont le mouvement peut 
être considéré comme régulier dans l'intervalle des obser- 
vations, si Ton choisit les instants favorables à l'obser- 
vation. 

L'auteur déduit élémentairement toutes les applications 
de navigation de la formule générale 

ces a =: cos b cos r -f- sin ^ sin c ces A , 

méthode excellente, parce qu'elle est naturelle et qu'on 
s'en sert constamment; et il faut se rappeler que cet 
ouvrage est destiné aussi à des personnes qui souvent ne 
commencent à étudier qu'a un âge où l'habitude du tra- 

* 

(*) Dans ces Tables, un signe placé sur la dernière décimale fait con- 
naître si l'approximation est par excès ou par défaut; ce qui dcTrait être 
adopté pour tonte espèce de Tables approximatÎTes. G. T. 

•4- 
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vail est devenue assez diflScile. Dès lors, il faut des mé- 
thodes qui ne changent pas, et ne chargent pas trop la 
mémoire. L'auteur, ne voulant éluder aucune diflScul té, 
par des calculs préparés, a mis le marin dans la position où 
il se trouve à la mer, ayant à régler un chronomètre dont 
il connaît la marche diurne et Tétat absolu. 

Les chapitres XV et XVI terminent la navigation, et 
contiennent les calculs de latitude par tous les moyens 
applicables à la mer, et les calculs de longitude par les 
distances lunaires et les chronomètres, ainsi que les cal- 
culs des erreurs d'observation. Peut-être que, pour rendre 
Touvrage complet, on n'aurait pas du omettre le calcul 
des longitudes par les éclipses des satellites de Jupiter; 
il est vrai que ce calcul n'est guère possible à la mer. La 
fin de Fouvrage est consacrée à la navigation par estime^ 
c'est-à-dire au moyen de la carte, du compas de route et 
du loch. La théorie loxodromique , la construction des 
cartes sont expliquées avec une extrême clarté, et com- 
modément appliquées. On y donne aussi tous les moyens 
de relèvements, importants dans la navigation si remplie 
de dangers à Fapproche des côtes. 

L'entrée et la sortie des ports exigent la connaissance 
des marées. L'auteur adopte les formides de Laplace, 
perfectionnées par M. Chazallon. 

L'ouvrage est terminé par une instruction sur la dis- 
position et l'usage des Tables du second volume. 

Ce second volume, publié avant le premier, renferme 
cinquante^uatre Tables ^ toutes sont nécessaii^es au navi- 
gateur, plusieurs sont entièrement nouvelles, et le plus 
grand nombre d'entre elles est utile à tous les calculateurs, 
géomètres et physiciens. L'arrangement des nombres en 
lignes et en colonnes, la netteté des chiffres, enfin toute 
l'exécution typographique ne laissent rien à désirer. Sous 
un format commode, ce volume prendra place non-seu- 
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lement dans ]es bibliothèques des calculateurs par état , 
mais encore dans celles de tous les hommes instruits qui 
veulent être initiés aux moyens de calculer les grands 
phénomènes de la nature. 

La spécialité des Nouv^elles Annales ne nous permet 
pas, à notre grand regret, de nous livrer à de plus grands 
développements. Nous nous bornerons à dire que Tou- 
vrage de M. Caillot est le premier du genre qui soit à la 
hauteur de Fétat actuel des sciences physiques, techno- 
logiques et mathématiques. 

TERQUEM (Paul), professeur d'hydrographie à Dutikerque. 

Nota. Ceux qui aiment la patrie d'un amour intelli- 
gent , doivent s^affliger de voir que le pays des Cassini , 
des Lacaille, des Lalande est le seul aujourd'hui où la 
science céleste n'a pas d'organe spécial. Les corps savants 
des Mines, des Ponts et Chaussées font paraître chacun 
des Annales qui enregistrent les mouvements de Tesprit 
humain dans ces directions. Pourquoi notre Observatoire 
nationalj cette pépinière d'hommes d'élite, n'en fait-il pas 
autant. "^ Quel immense succès n'obtiendrait pas un re- 
cueil périodique d'astronomie , publié sous les auspices et 
avec le concours de l'illustre directeur, fondateur des 
Comptes rendus académiques? Ce serait un nouveau 
service, un nouveau fleuron ajouté à une couronne si 
riche. Les services rendus à la science sont les seuls qui 
échappent aux tergiversations des hommes, à la versa- 
tilité des opinions, et qui n'ont à craindre ni l'oubli, ni 
Fingratitude. Et quelle science! Rien de plus sublime^ 
dit Kant, que le ciel étoile au-dessus de nous, et le sen- 
timent du devoir au dedans de nous. 

Tm. 
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THÉORim SVR LES €ONI«llES MMOFOGAUS 

(Voir p. »*). 



1. Lemme, Le carré de la distance du centre d'une 
ellipse à une tangente, diminué du carré de la distance 
du même centre à une parallèle à cette tangente , mesée 
par un foyer, est égal au carré du demi-petit axe. 

2. Théorème, Le lieu géométrique du sommet d^un 
angle droit circonscrit à deux ellipses komofocales est un 
cercle concentrique aux ellipses. 

Démonstration. Soient O le centre et F un foyer com- 
mun, P la projection de O sur une tangente à la première 
ellipse, et P' la projection de O sur une droite tangente 
à la seconde ellipse et perpendiculaire à la première tan- 
gente ; et soient Q et Q' les projections du foyer F sur OP 
etOP'. D'après le lemme, on a, en appelant b et i'ies 
demi-petits axes, 

Ces deux relations donnent 

ÔP' -h oF* — (ÔQ* 4- ÔQ'') = b' ^-"ô'^ 



Riais OQ -j- OQ' = OF. = c' ; donc 

ÔP*-+- 6^'= b^ 4- b"'-hc^\ 

donc rintcrscction des deux tangentes est sur une cir- 
conférence ayant pour centre celui des ellipses, et poui* 
rayon la racine carrée de i' -h i'* + c*. C.Q.F.D. 

Obsen^ation. Le théorème est de M. Chasles, et il en 
a donné cette belle démonstration dans le cours de géo- 
métrie supérieure qu'il fait à la Sorbonne^ cours qui 
serait fréquenté avec empressement à Londres, à Dublin, 
à Berlin, à Ronigsberg, à Gotlingue, et, en général, 
dans les grandes cités où les sciences mathématiques sont 
cultivées pour elles-mêmes. 



(a.5) 



NOTE SUR UNE PROPRIÉTÉ DBS NOMRRES GUBIOIIES 

(Vo[rt. V, p. 6W); 

Par m. Alphonse de POLIGNAC, 

Élève de VInstituUon Sainte-Barbe. 



1 . Théorème. La difTérence des cubes de deux nombres 
consécutifs est égale à la somme de quatre carrés, dont 
trois sont égaux. 

Démonstration. On a les deux identités 

(2 /H- iV — (2 /l)^ = (3 /i 4- 1 )' -h 3 /!% 
(iny— (2/1 — i)»= (3/1 — i)* 4- 3/1'. 

2; Lemme. Le produit de deux facteurs quadratiques , 

est de la même forme quadratique. 
Démonstration . 

a:'-l-/wr*= (j? -H 7 V^— rn) (x — y V'— 'w)' 

r»-+-w«'= (r-f-w v^— /w) (/ — usj'—m)y 

f X H- ^ V^— /« ) (r -f- a si --m ) z= tx — muy-^ y] -- m [ux -^ ty) , 

[x — ysj^m) {t^u s/— m) z=ztx^ muy — V^— //i («x -+- (r); 

donc 

(x' 4- my"") {f 4- /w«») = {tx — //ittj)» 4- /« («J? 4- tyY- 

C. Q. F. D. 

3. Théorème. Lorsque tous les facteurs d'un produit 
sont les différences des cubes de deux nombres consécutifs, 
le produit est égal à quatre carrés , dont trois sont égaux. 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du 
lemme précédent. 
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OUISTMNS D'BXiUiBN SIR LE POLE ET U POUttE BiMS 

LE CERCLE 

(Voir t. V, p. 70^ : question u). 



1 . Problème. Étant donnés un cercle et un point pris 
dans V intérieur du cercle ^ troui^er sur la polaire un point 
tely quen menant par ce point et le pôle une sécante^ le 
segment moyen divisé par le segment extérieur soit égal 
à une quantité donnée. 

Solution. Nqtation. O le centre du cercle, P le point 

donne, D le point de rencontre de OP avec la polaire 

de P, M le point cherché sur la polaire , MNPQ la sécante 

menée par M et P, N première intersection et Q seconde 

intersection de la sécante avec le cercle, p le rapport 

donné des segments , OD = a, r= rayon , DM = Xt. 

PN PQ 

On a — - = p = r~ î car P est le pôle de DM : donc 

NM '^ MQ ♦ '^ ' 

pn'_ PN.PQ _ 

Oi 

rUa^ ^ r-) 
PN . PQ = — -^ — ; ^ , puissance du point P (*) , 

NM.MQ = arj -H «' — r', puissance du point M ; 

donc 

r' (a» — r-") == a^p^ [x\ -i- fl' — r»). 

De là on déduit la valeur de x^ . 

2. Problème. Mêmes données : Trouifer sur la polaire 
deux points tels, quen menant par chacun et le pâle 

(') Si, par un point pris dans le plan, on mène une eorde, le produit 
constant des segments, additifs ou soustractifs, se nomme la puistoMct de 
re point; dénomination commode introduite par le célèbre M. Steiner. 



( ^»7 ) 

une sécante^ et dii^isant le segment moyen par le seg- 
ment extériew^, la somme des cairès des quotients soit 
égale à \ine quantité donnée» 

Solution. M' étant le second point, désignons la dis- 
tance DM' par x^ et la quantité donnée par A : le carré du 

premier quotient sera ./ nr~T\' ^* <^^^^^ du second 



a^ 



\x] -4- fl» — r» x] 4- «» — rV ■" ' 

d'où 

a^Ax] x\ 4- {a" — r») {0" k — r') (arj -|- x^) 
4. («3 — ,.2)» (fla A — 2 r») = o. 

Telle est la relation qui doit exister entre x^ et X|, pour 
que les points M et M' répondent à la question \ en consi- 
dérant Xx et Xt comme les coordonnées d'une courbe, on 
voit que cette ligne est du quatrième degré et facile à dis- 
cuter en coordonnées polaires. 

Corolltiire, Si A = -^ » il vient x^ Xj = a* — r*, ce qui 

Or *" 

fournit cette construction : Menez du point D la tan- 
gente DR au cercle, prolongez RD d'une quantité DR' 
égale à elle-même, faites passer un cercle par R et R', la 
polaire rencontre le cercle en deux points M et M' qui 
remplissent les conditions voulues. 
Faisant MPD = «i , Mj PD = a, , on a 



à" — 




x,= 


à" 


— 7 


.a 

fincT / 


a 


laug Kl y 




a 


iUllt^ c 


tang a, 


tang«,= - 


a' 




sin- 


ROD: 


— /•' 



^3> 

a - a ~ 

donc 



c'est la solution de la question d'examen (vo/r l'endroit 
ci-dessus cité). 
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3. Si, au lieu de prendre ^rrrr? on prend -^^rr- j on ob- 

riSar * Prl' 

lient la relation 



NOTE SUR LE THÉORÈME DU CYLINDRE ET Dl CONE 
CIRCONSCRITS A UNE SPHÈRE^ 

Par m. TILLOL, 
Professeur à Castres. 



Ainsi que Ta fait remarquer M. Coupy, le théorème 
(tome VII, page 458) n'est pas nouveau. 11 avait déjà 
trouvé place dans le Traité de géométrie de M. Vincent, 
pages 5o2-529 ; depuis lors, il a paru dans quelques autres 
ouvrages. 

Le théorème peut être de Viète (*) : je n'ai pu le vérifier, 
n'ayant pas à ma disposition les ouvrages de ce géomètre \ 
mais ce qu'il y a de positif, c'est que , il y a plus de cent 
ans, il avait trouvé place dans l'enseignement. 

Jusqu'ici, je croyais le théorème d'André Tacquet. On 
lit, en effet, dans ses Éléments d'Eùclide, imprimés à 
Rome en 1745 : 

Conus œquilaterus sphœrœ circumscriptus , etcylindnL^ 
rectus sphœrœ similiter circumscriptus , et ipsa sphœra 
eamdem proportionem continuant , nimirum sesqmr 
alteram^ tara quoad soUditatem , quam quoad super- 
ficiemtotam, 

. . . Quarc hœc tria corpora^ conus, cylindrus, sphœra, 
sunt inter se ut hi numen, 9 , 6,4» 

Ce théorème est rappelé plusieurs fois dans l'ouvrage, 



( * ) Vérification faite, il n'est pas dans les œuvres de Viète. 
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et avec une telle complaisance, que j'avais supposé que 
le père jésuite en était l'inventeur. Voici ce qu'il dit dans 
sa préface : 

Exùniam illius (Archimède) de cyUndro ac sphœra 
doctrinam tredecùn propositionibus adjectis ampUai^i, 
qmbus inter cœtera demonstro sesquialteram propor- 
tionem ab eo in cylindro sphœraque repertam, ab œqui- 
latero cono eidem sphœrœ circumscnpto , tant in solidi- 
tate , quant in superficie continuari. 



SUR L'BOUATION DU TROISIÈME DEGRÉ, 

Par m. LEBESGUE. 



Si Ton prend Téquation 

• flx'-h 3^jr'4- 3ca:-4-rf= o, 

les trois déterminants 

flc— 6', ad — bcy bd — c','ou A, aB, C, 

se présenteront dans la résolution de l'équation. J'énon- 
cerai ici les propositions suivantes : 

1**. Si A = B = C = o, la racine est triple et égale 
b 
"" a' 

tP. Si AC — B* = o , il y a une racine double 

_./ ^n ** 

A 

la racine simple est 

M ''' — .^_ • 

3". Si A = o ou si C = o, Téqualion se réduit à une 
équation à doux termes \ 
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4". Si Ton pose 

et que W, V soient les deux valeurs de X , on aura , en ap- 
pelant a une racine cubique imaginaire de l*unité , 

ax' -{-bzr: s/AiaV-hb) + s/ A. {aV -\- b) , 

s 3 

rtx" + ô = a v/A (flX' 4- ^) -f- a' v/A (rt r -4- ^) , 

3 3 

aoT-h b = aVA(flV -h 6) -f- a )/k(ar -h *). 

Pour parvenir à ce résultat, on change a: eny -f- ï , cf 
qui donne une équation de la forme 

ay^ H- 3 b'y^ + 3c> -H rf' = o. 

La condition a'c* = i", revient k ac=: i*. Ainsi elle 
ne peut être généralement satisfaite. La condition 
i'/i' — c" = o revient à Téquation AX* + 2 BX -h C = o. 
Ayant déterminé X , on auray par le moyen d'une équation 

à deux termes, où l'inconnue est d' .~-\-c. 

^' . , 

Les réductions sont assez longues et la solution précé- 
dente n'a d'autre avantage que la symétrie. On voit qu'il 
est toujours inutile de faire disparaître le second terme, 
et de réduire le premier coefficient à Funité; ce qui, 
selon M. Eisenstein, est même nuisible {voir p. iio). 



QUESTIONS riXANEN D ADMISSION A L ÉCOLE 
POLYTEGHNIOUE EN 1848. 



1. Étant donné un rectangle, déterminer une ligne 
telle, que, si on la prend pour unité linéaire et son carré 
pour unité de surface, le nombre qui exprime la surface 
du rectangle soit égal au nombre qui en exprime le péri- 
mètre. 
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2. Dans tout système de numération, les carrés des 
nombres à égale distance de o et de la base sont terminés 
par le ûième chiiTre : donc il n*existe pas de système de 
numération dans lequel les carrés des nombres puissent 
être terminés par tous les chiffres du système. 

3. On donne sur une circonférence deux points fixes 
A et B, et un arc PQ de longueur constante, mais dont 
les extrémités P, Q se déplacent sur la circonférence; 
trouver le lieu des rencontres des droites AP et BQ (évi- 
demment deux cercles ; preuve par l'analyse) . 

4. Calculer le volume du tétraèdre régulier en fonction 
de son arête. Calculer son angle dièdre. Pourquoi est-il 
indépendant de l'arête.^ ( Voir Merlieux, t. I , p. 47 1 .) 

5. Deux quadrilatères sont semblables quand ils ont 
un angle ^al et les côtés proportionnels. Déterminer la 
surface d'un quadrilatère en fonction d'un angle et de ses 
côtés (voir t. VU, p. 348). 

6. On donne un point et une droite, trouver le lieu 
des centres des cercles passant par le point donné et inter- 
ceptant sur la droite une corde de longueur donnée. 

7. On peut réduire le système de plusieurs forces à 
deux , de plusieurs manières. Si Ton se donne la direction 
de l'une des deux, le problème est-il encore indéterminé, 
est-il toujours possible? (Même question, en donnant 
Taxe du couple résultant. ) 

8. Résoudre sina: . sin (x-f-«) = A*. Quelle relation 
existe-t-il entre deux racipes de cette équation? 

9. Construire xy^ — yx^ = i (trois asymptotes et un 
diamètre passant par Forigine). 

10. Toute courbe algébrique qui a un diamètre et une 
asymptote a une autre asymptote {voir Vannson, t. II, 
p. 398). 
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H . j = — j? -h sjx^ -hx. Déterminer les asymptotes , 
le coefficient angulaire de la tangente; la courbe a-t-«lle 
un centre? (Asymptote unique.) 

12. Peut-on abaisser le degré àe f(x) = o, quand on 
sait que le rapport de deux racines est égal au produit de 
deux autres ? 

13. On a un angle droit YOX, une droite AB et une 
parabole dont Taxe est parallèle à OY, et dont la conca- 
vité est tournée vers le bas. Un mobile de masse m se 
meut d'un mouvement uniforme sur AB, un autre de 
masse m! se meut sur la parabole , de manière que sa pro- 
jection sur l'axe des x se meuve d'un mouvement uniforme ; 
trouver le lieu des centres de gravité de ces deux mobiles. 
Démontrer que sa projection sur Taxe des x a un mou- 
vement uniforme ["voir t. VH, p. 3 19). 

14. Trouver dans l'hyperbole deux diamètres conju- 
gués de moindre différence. 

15. Si deux pyramides triangulaires avaient un angle 
trièdre symétrique, seraient-elles entre elles comme les 
produits des trois arêtes de cet angle? 

16. On projette un point d'une hyperbole équilatère 
sur les hypoténuses de triangles rectangles inscrits dans 
cette hyperbole et ayant ce point pour sommet commiui; 
trouver le lieu des projections. 

17. Si deux triangles ABC, abc donnent les rapports 

égaux, ABC : abc :: AB *. ab :x AC : ac , sont-ils sem- 
blables? 



18. Calculer à 0,1 près j:=Vi7-h2\/i5 [voir Guil- 
min, t. I). Démontrer que, pour avoir à 0,1 près la ra- 
cine d'une expression fractionnaire, il suffit d'extraire à 
0,1 près la racine de la partie entière. 
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19. Aux exlrémilés M, N d'une corde MM normale à 
la parabole on mène des tangentes MP, NP5 trouver le lieu 
des milieux de PM. 

20. x*-^px*-hqr-hr==o. Former réquation(p(j^)=o 
dont les racines soient liées aux racines a, &, c de la pre- 

mière par la relation r = ^ 

a 

21 . Démontrer que -^ est incommensurable. 

av/7 -+-I 

22. Construire p = 1 + v^2 cos ( - | [voir Rispal , t. II , 

p. 5ii). 

23. Connaissant les traces d^un plan sur deux plans 
de projection , trouver sa trace sur un nouveau plan 
vertical ? 

24. Chercher si la condition d'inscriptibilité du pen- 
tagone dépend seulement, comme celle du quadrilatère, de 
la grandeur des angles. Trois des angles étant donnés, 
peut-on déterminer les deux autres? 

25. Deux mobiles se meuvent sur deux droi tes données , 
l'un vers la droite, l'autre vers la gauche; on demande le 
lieu des intersections successives des droites qui les joi- 
gnent ("voîr t. VI, p. 4oi)- 

26. Un arc de section conique étant donné, trouver à 
quelle courbe il appartient. 

27. Construire, avec la règle et le compas, les angles x 
et y déterminés par les équations 

sinx m 
sm X ri 

28. Trouver les diviseurs du troisième degré de la 
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forme x^ -h px* -f- ^x 4- /' d*une équation du sixième de- 
gré. L'équation à laquelle on arrive peut-elle s'abaisser? 
(ybir Durville, t. IV, p. SSp et 439) 

29. Quelle serait Texpressîon de la surface d'un fuseau, 
si l'on prenait le carré du rayon pour unité de surface? 

30. Trouver le lieu des pôles de tous les cercles d'une 
sphère passant par deux points fixes. 

31 . A est le sommet d'une parabole , P est un point de 
son axe : une ellipse est-elle déterminée par la condition 
d'avoir AP pour un de ses axes et d'avoir un double 
contact avec la parabole; et si Ton donne le point de con- 
tact R, le problème est-il possible et déterminé? 

32. Si deux triangles sphériques ont les angles égaux 
et les côtés proportionnels , ils doivent être survies sphères 
de rayons différents, et leurs surfaces sont entre elles 
comme les carrés des côtés homologues. 

33. Equation de la corde de contact des tangentes me- 
nées du point {x\ y^) à la conique» 

A/' + Bxf -h Cx' -h Dr -h Eo? H- F = o. 

34. Peut-il exister dans le plan de deux courbes un 
point qui ait la même corde de contact dans les deu\ 
cercles ? 

35. Plus courte distance de deux droites dont les pro- 
jections horizontales sont parallèles. 

36. a\y^ -h b* X* = a* b* représente des ellipses où b 
est variable; d'un point a, 6 on mène des tangentes à 
toutes ces ellipses, trouver le lieu de leurs points de 
contact. 

37. Si a , 6, 7 sont racines def(x) =0, démontrer que 

/'W /'(€)/' (7) • -./'(M = it(«-6)'(a-7)'(6-7)'.. .. 

38. Calculer le logarithme de 2 à - près, base 10 
(i;o/r Guilmin , t. V, p. 4^9)- 



n 



( l'A^ ) 

39. Lieu des points de rencontre des droites divisant 
un trapèze en parties -égales. Le trouver géométriquement. 

40. Trouver la somme des carrés des n premiers nom- 
bres naturels; son expression est toujours un nombre 
entier. • 

41. Construire x^ -h x^j = y^'t transformer en équa- 
tion polaire. 

42. Lieu des centres des ellipses tangentes à deux 
droites données et ayant un foyer commun (une droite). 

43. Construire avec la règle et le compas un carré équi- 
valent à un décagone régulier donné , ou réciproquement. 

44. Etant donné un quadrilatère, on en construit 
un autre dont les côtés sont parallèles à ceux du premier 
et équidistants ; quelle doit être cette distance pour que 
le rapport des rectangles soit un nombre donné? 

45. Ramener Téquation de la parabole à la forme 

v/* -f- v(r = «• 

46. Quand un cercle coupe une conique en quatre 
points , les bissectrices des angles des droites qui joignent 
ces points deux k deux sont parallèles aux axes de la 
courbe. 

47. Quand une courbe a deux diamètres, elle en a au 
moins trois. 

48. Si une équationy{j:) = o a une racine commune 
avec x^ — lo = o, f(x) est divisible par x* — lo (voir 
Wantzel, t. IV, p. 57). 

49. Deux courriers parcourent, avec des vitesses don- 
nées, deux droites AB, A'B'; quand leur distance sera- 
i-elle minimum (voir t. VI, p. 4oî)? 

80. Si le système métrique éuit perdu et qu'on vînt à 
trouver dans une fouille un parallélipipède rectangle sur 

Ann. de MathcmaL, t. Vlll. (Juin 18^9 ) I >> 
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lequel serait écrit poids, p hiîogrammes, pourrait-on eu 
déduire la longueur du mètre et le système métrique? 
Nota. Ces questions ^ calquées sur le progranmie, quoi- 
que faites par des hommes d'un mérite incontestable, 
reflètent 1 état sénile de notre enseignement universitaire : 
rien sur les transversales ] rien sur les rapports projecûfs, 
harmoniques, anharmouiques , involutifs^ rien sur les 
méthodes métamorphiques , polarité réciproque , perspec- 
tives, homologiques , homographiques , etc.; riensurTAo- 
mofocalité, désormais si utile en physique ; rien sur le 
calcul infinitésimal; une timide question sur les polaires 
déguisées en cordes de contact. Conséquences déplorables 
d'un programme suranné (*). 



THfiORBNE SUR LBS ELLIPSODES HOMOFOCAIIX. 



1 . Soient les trois ellipsoïdes homofocaux 






x" r' «' 

1 7 4- , ; . , -h-: r= « 



x^ y' z' 






X, /, z étant un point commun aux trois surfaces. 
Ton a 

^ [a^ _ b^) (^» _ c») ' 

y (b^ — tf») ij,^ — c») ' 

^, __ [c' 4- h) {c' + h) {c^ 4- /) 
(c» -. a") (c' — b^) 

(*) Notre môiHetire Géométrie analytique, celle de MM. Briol et Bou- 
quet , étant ftttpériettre au fatal programme » obtient peu de succc»- 
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Cousidérant dans ces trois équatious comme incomiues 
linéaires, les quantités /i-f-A+/; hk-hfil-hlil'^ hkl^ on 
obtient 

hk -^ A/ -f- kl z= a}b^ + à'c^ -f- bU^- — [b^ -h c')wc' 

( fTjir t. VI, p. 129.) 



BIYERS NOMS DONNÉS A DES ELLIPSOÏDES, EN ANGLETERRE 



1. Ellipsoïde motnentaL C'est l'ellipsoïde central de 
M. Poinsot(^). Par un point fixe d^un solide, on mène 
une droite quelconque. A partir du point, on porte sur 
la droite une longueur proportionnelle à la racine carrée 
de la niasse du solide divisée par le moment d^inertie par 
rapport à la droite; le lieu de l'extrémité de la droite est 
rellipsoïde momental. 

2. Ellipsoïde dHnertie. Si Ton mène une sphère de 
rayon = I et qui soit concentrique à Tellipsoide momental, 
la polaire réciproque de cet ellipsoïde , prise par rapport à 
la sphère, est Tellipsoïde d'inertie; car le carré d^une 
perpendiculaire abaissée du point fixe sur un plan tan* 
gent à Tellipsoïde d'inertie , et multipliée par la masse du 
corps, est égal au moment d^inertie du corps pris par 
rapport à cette perpendiculaire. 

3. Ellipsoïde de giration. C'est le nom que prend 
Fellipsoïde d'inertie lorsque le point fixe est le centre de 
gravité du corps ; on le nomme aussi ellipsoïde central. 

4. Swface d' inertie. C'est la podaire du centre de l'el- 



(*) L'ellipsoïde central de M. Poinsot appartient à M. Cauehy {Exer- 
cices, seconde année, p. 96, iS'jty). 



i5. 



{ l'iS ) 

lipsoïde d'iuerlie, surlace du qualnème ordre et la même 
que la surface d'élasticité dans la théorie des ondes. 



JOURNAL DE N. CRBLLB, t. XXXII (1846) 

( Voir t. VIII, p. 10» \. 



DEUXIEME CAHIER. 



H. Des modules qui sont ries puissances de nombres 
premiers; par le docteur Schônemann , à Brandebourg 
sur la Havel. 93- io5. (Continuation du Mémoire n° 22 
du tome précédent , sur la Théorie des congruences 
supérieures. ) 

1 2 . Fariationum quas elemen ta motus perturbati plane^ 
. tarum subeunt nov^a et facilis evolutio ; par le pro- 
fesseur Aug.-Fer. Mobius, à Leipsig. 106-1 18 (i844)- 

Exposition claire et presque élémentaire de la méthode 
des perturbations spéciales; on considère les orbites 
planétaires comme enveloppes d^ellipses variables, puis 
• on calcule les variations de ces ellipses. Cette méthode 
a été trouvée par Euler (Mémoires de Saint-Péters- 
bourg, 1768) , et perfectionnée par Lagrange, Laplace, 
Bessel, etc. 

13. Sur quelques propriétés des déterminants gauches; 
par M. A. Càyley , de Cambridge. 1 19-123 (en 
français).. L'auteur appelle déterminant gaucbe celui 
où l'on a ^r,* = — ^*, r ; par exemple , dans ce système , 

I, a,— i 
— a, 1, c, ii,j = — Xt, 1 ; et ainsi des autres. 

6, — c, I 
Par les propriétés de ces déterminants, on passe d'un 
système de coordonnées rectangulaires à un autre, et il 
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y a de belles applications aux équa lions du mouvement 
de rotation d'un solide. 

14. Mémoire sur les différentes manières ^ etc. (suite 

du Mémoire nP 3, voir p. io3). i24-i63. 

15. Démonstration de la proposition qiie tout nombre non 

pentagonal peut se décomposer autant de fois en un 

nombre pair quen un nombre impair de nombres 

différents ,• par le professeur C.-G.-J . Jacobi , à Berlin . 

164-175. 

Euler a le premier donné la théorie de la partition des 
nombres dans son Introductio in atialysin. On trouve, 
dans cet ouvrage, une induction sur les exjK)sants pen- 
tagonauxd'un certain développement, induction qu'Euler 
a démontrée plus tard rigoureusement. Cette démonstra- 
tion est Tobjet du Mémoire de M. Jacobi , sur lequel nous 
reviendrons plus tard. 

16. Extrait d'une Lettre adressée à M. Hermite , par 
M. C.-G.-J. Jacobi , concernant les fonctions abélien- 
ues, et une construction géométrique y relative , insérée 
dans le Journal de Mathématiques (août 1 845 ) [ * j. 

17. Propositions de géométrie^ parle professeur Steiner. 

182-184 (i845). 

1°. Toute ligne du troisième ordre contient yingt-sept 
points P tels , qu'en chacun d'eux elle peut être touchée 
par une conique , suivant un contact du sixième ordre \ de 
ces yingt-sept points, neuf sont réels et dix-huit imaginai- 



( ') Djins celte Lettre » on lit vers la fin : Dans la suite, si vous m'honorez 
tic vos communications, je n'aurai qu'à apprendre. Voilà comme parle , 
en i8/|5, un des plus grands analystes du siècle, à un jeune homme qui h 
été admis en i843, le soixante-cinquième à l'École Polytechnique. En i8j8, 
M . Paul Serrct , lauréat , que nos lecteurs connaissent , a été déclaré 
incapahlc. 
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res ', Féquation du vmgt-scptième degré , qai détermine ces 
points , est toujours résoluble algébriquement. Dans ces 
vingt-sept points, il y en a cent huit fois trois tracés sur 
une même droite, et ces cent huit droites ont encore des 
relations remarquables entre elles et entre d^autres points 
et droites dépendant de la courbe. Âînsi^ des neuf points 
réels , il y en a neuf fois trois sur une même droite , et de 
ces neuf drpites , il y en a certaines trois qui se coupent 
en un même point Q, et il y a en tout douze de ces 
points Q. 

2^. Si, sur une courbe du troisième degré, on prend 
deux points fixes P et Q, et un point arbitraire quel- 
conque A ; la droite PA rencontre la courbe en un troi- 
sième point B; la droite QB rencontre la courbe en un 
troisième point C; la droite PC rencontre la courbe 
en un quatrième point D, et ainsi de suite; on inscrit 
ainsi dans la courbe une figure polygonale ABCDEIF..., 
dont les côtés passent alternativement par P et Q. Si la 
figure se ferme une fois, on aura un polygone d'un nom 
bre a n de côtés , et , dans ce cas, la figure se fermera tou- 
jours , quel que soit le point A que Ton choisisse; dans ce 
même cas, PQ coupant la courbe en tm troisième point B, 
et si , par ce point R , Ton mène une tangente à la courbe 
qui la touche en S , alors aux points fixes P et S ou Q 
et S correspond aussi un polygone fermé d*un nombre 4'^ 
de côtés. 

3^. Dans toute ligne du troisième degré, à un point 
fixe P , il correspond toujours un point Q pour lequel on 
obtient un polygone fermé. 

a. Quadrilatère, Les tangentes * en P et Q doivent se 
couper en un point I situé sur la courbe. 

b. Hexagone. Si les tangentes en P et Q coupent la 
courbe en Pj et Q,, les droites PQ, et QP, doivent st» 
couper en un point I sur la courbe. 
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c. Décagone. Les tangentes en P et Q coupent la 
courbe en Pj et Qj \ les droites PQi et QPj coupent la 
courbe eu P, et Q, 5 les droites PQ, et QPj en Ps et Qs ; 
les droites PQs et QPj doivent se couper en un point I 
sur la courbe. 

4**. Lorsqu'une courbe du quatrième degré a deux 
points doubles P et Q , en les prenant pour points fixes , 
et faisant les mêmes constructions que ci-dessus (2^) , si 
le polygone se ferme une fois , il se fermera toujours , 
quel que soit le point A de départ. 

(Ces théorèmes ont été insérés dans le Journal de 
Mathématiques, tome XI ^ p. 4^8; 1846.) 

FaC'Simile d'un manuscrit de W.-J.-G. Karsten (en 

allemand). 

C'est un abrégé de sa biographie^ qu'il a remis à l'a- 
cadémie électorale , en conformité d'un article de ses sta- 
tuts. Il dit qu'il est né h Ncu-Brandebourg , dans le duché 
de Meklembourg-Strélitz, le i5 décembre 1732, d'un 
père pharmacien et d'une mère fille de pharmacien . Ecri- 
ture très-lisible. Il est mort le 17 avril 1787. 

TROISIÈME CAHIER. 

18. Sur les changements de paramètres et d'arguments 
dans les transcendantes abéliennes et les transcen- 
dantes supérieures; i^hv M.. C.-G.-J. Jacobi. 185-196. 

Dans la collection des œuvres complètes d'Abel (Chris- 
tiania, 1839), ^^ trouve dans le tome H, sotis les n^* IX 
et X , deux dissertations sur une propriété remarquable 
d'une classe très-étendue de fonctions transcendantes: 
M. Jacobi donne une nouvelle exposition de cette pro- 
priété. 
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19. Sur quelques séries analogues à la série binomiale^ 

par M. C.-G.-J. Jacobi. 197-204. 

Belle généralisation de la série binomi aie, dont nous 
parlerons dans des études sur cette série. 

20. Conv^ersion des séries en fractions continues y par 
M. le docteur F. Heine , professeur particulier à 
Bonn. 205-209. 

M. Heine ramène les développements donnés par h 
professeur Eisenstein (tome XXVHI) à celui d'Euler; 
savoir : 

A — B-4-C — D-f-E-Fetc. = - B 

21» Sur la série 

(y«-.) (y/3_, )^ 

, (y'-')(?'-^'-i)(y^^-i)('ir-^^'- i)^ 

par M. E. Heine, de Bonn. 210-212. 

Conversion de cette formule en fraction continue ; en 
faisant €/= i, on obtient la série hypergéométrîque. 

22. Réduction de Vintésrale \ . ^ — à des 

grales elliptiques^ par M. le professeur Richelot, à 
Kônigsberg. 213-219. 

24. Sur une nouvelle méthode pour l'intégration des 
éqiuUions différentielles hjperelUptiques , et sur la 
jorme rationnelle des équations intégrales complète- 
ment algébriques^ par M. C.-G. Jacobi, à Berlin. 
220-226 (juillet 1846). 

M. Jacobi donne le nom de hypcrelliptique au système 
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H- -f- . . . -h -T=r = O. 



v/ X, V Xa v' x„ 

Ce sont n — i équations entre les n variables otj , a:i. . . j:„ ^ 
X, , X|... X„ sont des fonctions entières du degré 2n 
des mêmes variables et »]> a ; l'auteur parvient à w — i 
équations rationnelles, savoir, une du second degré entre 
la somme des variables et leurs combinaisons 2 à 2 ; et 
n — 2 autres équations au moyen desquelles on peut 
exprimer /t>iea/rem/?/zf les combinaisons 3 à 3, 4^4? c^^*? 
de ces variables, en fonction des racines de Téqualion du 
second degré. 

25. Propriété de deuxjorces auxquelles peut se réduire 
un système de forces ; par M. le professeur Schweins, 
à Heidelberg. 227-230. 

Cette propriété consiste en ce qu'une même droite ren- 
contre perpendiculairement les deux forces et l'axe prin- 
cipal de rotation du système des forces. 

Cette propriété a déjà été remarquée, sous une autrt» 
forme, par M. Chasles , dans Thyperboloïde à une nappe. 

26. Mémoire sur les différentes manières, etc. (suite du 

Mémoire n° i4). 231-276. 
Fac-similé d'un manuscrit de Schroter (le maître di* 
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rimmortel Bessel) , Lettre datée de Lilienthal, 19 
mars i8o3^ belle écriture (mort en 1816). 



THÉORfiNB SUR LES CONIQUES HOXOPOCALES 

( Voir p. tu ) ; 



Par m. Jules HAREL, 

Élève du lycée de Rouen. 



Théorème. Le lieu décrit par le sommet d'un angle 
droit circonscrit à deux coniques homofocales, est mi 
cercle. 

Démonstration. Conservons même notation que pour 
le problème 201 (voir page sio6) \ les tangentes étant per- 
pendiculaire l'une sur Tautre , on a , pour leurs équations, 



y z=z mx db y'û- w' + b^ > 



r = -;^*±l/~ + B'; 






1 élimination de m, entre ces deux équations, donnera 
Téquation du lieu si l'on exprime que les deux ellipses 
sont homofocales. 

Or, avec ces deux équations , on obtient 

V* -h nO x^ — 2 mxy = a^m* -+■ A% 
w*/' -f- imxy + x' = A' 4- B'//i*. 

Ajoutons membre à membre, il vient 

r *•(//!' -h i) -f-a:'(m'H- i) = A» + ^' -h /7i'(a' -h B^) , 

et, 

A' -h b' — lO + B'. 

Donc l'équation ci-dessus peut être remplacée par 

( vM- x-") (//r 4- 1) = (A^ 4- A') (///' 4- 1), 
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d^ott 

équation d'un cercle dont le rayon est v A* -4- A". 

La propriété démontrée pour deux ellipses homofocales 
est également vraie pour deux hyperboles qui se trouvent 
dans le même cas. 11 suffit de remarquer que les calculs 
sont absolument les mêmes en changeant &* en — &* et 
B' en — B', et le lieu du point de rencontre des tangentes 

est un cercle de rayon v^A* — A*. 

On voit, en outrei,, que si les deux ellipses ou les deux 
hyperboles se confondent, la propriété n'en subsiste 
pas moins; et on retrouve alors les propriétés connues. 

Dans le cas de deux paraboles homofocales , on trouve 
que le lieu est une droite perpendiculaire à l'axe commun. 
On pouvait prévoir ce résultat; car la parabole pouvant 
être considérée comme cas limite de l'ellipse , et pour deux 
ellipses homofocales le lieu du point d'intersection étant 
un cercle, dans les deux paraboles homofocales le centre 
sera situé à l'infini , c'est-à-dire le lîeu se réduira à une 
droite. 



ANNONCE {*). 



Complément des Eléments d'arithmétique; par M. E. 
Uonncty professeur de mathématiques au lycée Des- 
cartes. Paris, 1848; in-8^ de 196 pages. 

On rendra compte de cette instructive production où 
Ton trouve une exposition claire de la théorie des ap- 

(') Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques se trouvent chez M. Bachelier , libraire , quai des Augustins , 

n" :»:». 
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proximations arithmétiques, et qui fait ressortir, par des 
applications, l'utilité pratique de la division de Fourier; 
le tout à la portée des élèves. 



QUESTIONS 



104. F (jrr) = o est une équation algébrique dout toutes 
les racines sont réelles et inégales *, démontrer qu'en éga- 
lant à zéro la dérivée seconde de (Fjt)""*, on obtient unr 
équation dont toutes les racines sont imaginaires. 

(Catalan.) 

105. On peut réduire un système quelconque de forces 
à trois forces dont deux forment un couple agissant dans 
un plan perpendiculaire a la troisième force ; on peut aussi 
réduire le système à deux forces^ la plus courte distance 
de ces deux forces rencontre, à angle droit, la troisième 
force de la première réduction. (Chasles.) 



DE LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES; 
APPLICATION AUX SURFACES^ 

Pae m. LEBESGUE. 



I . On prend ordinairement pour équations des deux 
droites dont on cherche la plus courte distance 

a; = rts + X , r = Az -h p ; v = az -\- a', > = h'z -h \>\ 
le calcul perd sa symétrie et se Irou^e, H\ réaKtc, tout 
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aussi long que si l'on eut pris les équations 

.IJ — — 7 = =:p, 

a b c 



n' ~ h' " c' 



12, ^==«.,_^=_^=:p 



Menons, en eftet, par l'origine une droite 

elle sera perpendiculaire aux droites (i), (1) si Ton a les 
équations 

«, fl -4- é, 6 -h c, r =r o , «, /i' 4- ^, ^' -f- r, c' = o : 
d'où 

bc' — A'r "" ra' ^ c'^ ~ f?A' — «' A ' 

et comme on peut remplacer dans (3) ^i, &], Ci par des 
quantités proportionnelles , on fera 

'4) «1 = bc' — b'c^ by = ca' — c'n, c, = ab' — a' b. 

Pour avoir maintenant Téquation d'une parallèle à la 
droite (3) et qui coupe les droites (1) et (a), on fera passer 

par la droite (2) , et la droite = , ^ = ^ = p" 

qui coupe (2) et est parallèle à (3) , un plan 

(5) A(a; - a') + B(r - ?') -H C{3 - 7') = o, 

de sorte que A , B, C , ou des quantités proportionnelles, 
seront déterminées par les équations 

A<i' 4- B^' -+- Ce' = o , Aa, 4-B6, -+- O, = 0; 
J où Ton tire 

A = i'r, — c'bxy B = c/rt, — /y'r,, C = /ï'^, — fr'/y,. 
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Comme l'équation (5) peut prendre la forme 

A(j: — a)-+- B(/ — p) +C(« — 7) 
= A(«' - «) 4- B (P' - p) -I- C (7'- 7) 

en vertu des équations (i), l'on aura 

X — u = pa, y — p=:pé, z — y=:pr; 

de là , par l'équation précédente, 

A{a'— «) + B{p' — P)+C(7' — 7) 



(6) p = 



A<H- Bi + Ce 

A (a' - «) -H B(p' - p) H- C(7' - 7) 



et, par suite, 

pour les coordonnées du point de rencontre delà di'oite (i) 
avec la droite perpendiculaire aux droites (i) et (2). 
Si Ton faisait passer un plan 

A, (x — a) 4- B. (^ — p) H- C, (2 — 7) = o 

par la droite (1) et la droite 

= — ~ — = , 

on trouverait semblablement 

A, =r ^c, — r^i, B, = cfl, — ûc,, Cl = a^i — ifli; 
d'où 

.gv , _ A.(a->a^)-f-B.(p-p)4-C.(7~y) 

^^ '^ ~" A.«'4-B.6'4-C,c' 

^ A.(a^-~a)H-B.(p^~P)H-C.(7^^7) 

et, par suite, pour les coordonnées x'^y\ z* du point de 
rencontre de la droite (2) avec la perpendiculaire com- 
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inuiie aux droites (i) et (?.)' 

La plus courte distance â des deux dix)ites sera donnée 
par Téquation 

Ji = (a' --. a + p'«' __ p<,)» ^ (P' »_ p 4_ p'^' _ p^). 
-+- (7' — 7 4- pV — pc)«. 

Or la substitution donne 

a' — a -f- pV — pa = fl, [!?,(«' — «) -f- ^.(P'— P) H-^.(7' -^ v)]^ 

p'— p-f-p'6' — p6 = ^,[ id. id. ], 

7' — 7 4- fV — pc = r, [ iV/. /VA ] ; 

de là 

(,o) -^j^ («^-^)^.4-(p--p)^.H-(/-7)^> 

2. Si les points (a, (3, y), («', |3', y') sont infiniment 
voisins et que les coefficients a, ft, c diffèrent infiniment 
peu des coefficients a', A', c', de sorte qu'on ait 

a' = a -I- r/a H h . . . a! -= a -{- da -\ h . . . , 

2 2 

P' = 3 + </p H ^ -h . . . b'^zb-^db-^ f- . . . , 

2 ^ 

d^y , ^ d^c 
7' = 7-4- ^7 H ^H-... c' = c-hdi?-h- H...; 

doù 

fl, = (^rfr — cdb) -t- i{W»c — cd^b) -h . . . , 
^, = (crffl — adc) -I- y(rr/*a — ad^c) 4- . . . , 

le numérateur de i deviendra 

doL [bdc — cdb) 4- ^P [cda — «^c) -f- r/7 [adb — 6^-fl) , 
, rdai{bd^c—cd^b) 4-rfp(c</M—tfrf>c) 4-«r7(arf»6— Wû)1 
' L^'a (Wtf — cdb) -h rf^p (tfrfa — fl<fc) 4- rf»7 («4*6 — 6r/a) J' 
des termes infiniment petits du qaatriènie ordre. 
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Or le dénominateur de c^ est un infiniment petit du pre- 
mier ordre ^ il suit de là que â sera aussi un infiniment 
petit du premier ordre. 

Mais s'il arrive que l'on ait 

(A) doL [bdc — cdb) -f- d^ (cda — adc) -h ^7 [adb — bda) = o , 

le numérateur de ô perdra déplus les termes du troisième 
ordre, qui ne sont autres que la moitié de la diÛercntielle 
de 

dct[bdc -— cdb) •+- d^ [cda — adc) -h dy{adb — bda) . 

Dans ce cas , e^ est au plus un infiniment petit du troi- 
sième ordre ; quand cela arrive , on dit, pour abréger, que 
les deux droites se rencontrent. 

Ainsi l'équation (A) exprime que les deux droites infi- 
niment voisines 



X 



: — a X — P z — 7 X — a y — p' z — 7 ' . 

a '^ b ~""7~"' a' ^ // ~ "V 

se rencontrent. 

5. application. Soit une surface d'équation 

(a) F{x, X, 8) = o, 

Téquation différentielle étant 

{b) Xdx-hYdy -i'Zdz=zo. 

La normale, au point x^ y^ z de la surface, aura pour 
équations 

6 — X r\ — y Ç — z 

Pour que cette normale soit rencontrée par celle qui est 
menée par le point x -h dx^ y -f- dy^ z-\-dz^ comme 
X, Y, Z deviennent X -f- ^/X , Y -f- r/Y, Z -f- r/Z, la con- 
dition de rencontre sera 

(r) dx(YdZ--ZdY)'^dr{ZdX — XdZ) 

dz{XdY ^YdX)=io. 
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Les cqualions (a), (&), (c) déterminent les lignes que 
Monge a nommées lignes de courbure. 

Pour avoir Téquation telle qu'il l'a donnée, ou posera 

F(jf, X, z) =/(.r, y) — z = o; 
de là 

r/X = rdx ~\- sdy^ dY =z sdx -+- ^^V, fi^Z = o : 

U substitution donne 

,ydlr^ — sdy^ 4- {/?/ — 7^) dydz -h {ps — r/r) dzdx 
-H (/ — r)dxdr = G. 

Si Ton remplace <i2 par pdv-^-ffrly^ on trouvera, en 
changeant tous les signes, 

c'est Téquation ordinaire. . 

L'équation (c) est très-commode pour la détermination 
des propriétés des lignes de courbure. Ce sera l'objet d'un 
Mémoire particulier; la présente iVote a seulement pour 
but de faire connaitre Téquation (c) qui semble, par sa 
symétrie, devoir passer dans les éléments, qu'elle soit 
d'ailleurs nouvelle ou non, ce que j'ignore. 

4. I. La remarque qui termine le n^ 2 est de M. Bou- 
quet [voir la note 3* du Cours (V Analyse de V École Poly- 
technique y par M. Duhamçl). 

H. Si la droite qui passe par les points (a,.|3, y). 
[oi\ jS', '/') fait, avec les axes, des angles i, u, v, et que 
la perpendiculaire commune aux deux droites fasse, avec 
les mêmes axes, des angles X', fz', v'^ 

Ann. de Mathémat., t. ViU. (Juillet 18^9.: 1^> 



si , de plus, on pose 



R ~ y («' _ a). -K , p' __ p-;» ^- ,;.^' _ ^>t, 

on aura 

a' — a = R CCS A , 

P'~P = Rcospi, 
y' — 7 = Rcosv, 

et la formule (lo) se réduira à 

±$ =z R.(cosX cosV -h cosfA cosfx' -»- cosv cosv') = RcosU, 

en appelant U Tangle de la perpendiculaire commuDe et 
de la droite qui passe par les points (a, /3, y), («', p', y'). 
On aurait donc pu partir de la formule évidente 

±<î=:RcoslI 

pour trouver Téquahon (lo). 



NOTE SUR LES É«likTIO^S QUI ONT DBS RACINES EK 

PROGRESSION : 

Par m. GUILMIN. 



i" Cas. L'équation proposée a toutes ses racines m 
progression géométrique. 
Soit 

Féquation proposée, et soient a^aq^ aq^^ ^^'v • .fl^""' 
SCS m racines. 

On voit facilement que 



et, par suitr 



( m:^ ) 



/(-)-/;,r) = o 



ont m — I racines aq^aq^^ aq^^,., oi/™"* communes 
avec la proposée. 



\q) g- 



"^~ ^« «_, -H A, -^ . . . = G. 



Nous substituons à cette équation celle-ci 

(2) j:*-+-A,yj;'"-'-+- Ajçr'x^-'-h Aj^^^*"-^ -{-. . . z=o. 

Retranchant (i) de (2), nous avons 
A,(7 — i)x«-'-h A,(«7'~i)j:^-'-hA3fy — i;.j:'"-"'-h... = o, 
ou bien , sauf le cas de <^ = i , 

(3; A,J-~•-^A,(^-M).r— »-|-A3(9f'-h^-+-i).r'"-^-h...=ro, 

laquelle a pour racines aq^ aq*, aq^^ . . . aq""-K. 

La somme de ces racines est égale à celle des racines 
de (i), moins la racine a. On déduit de là l'égalité 

— ~'k — A, — fl, 

A, 

ou 

'» A,(y-f-i'; = A; + A^r/; 

équation du premier degré en a et ^. 

La somme des produits des racines de Téquation (3), 
multipliées deux à deux , est égale à la somme des pro- 
duits analogues des racines de Féquation (i), moins ceux 
de ces derniers produits qui renferment le facteur a , 
c'est-à-dire moins 

a[aq-\-aq^ -f- aq'\ . . -+- «<7'""'') = a[ — A, — a). 
Cette remarque conduit k l'égalité 






16. 



( -^44 ) 

OU 

(p) A, (v»-h7-H«^=A,(A,-+-A,r7-h/i^), 

équation du second degré en a et tf. 

Quand on élimine a entre ces équations , on trouve 
une équation du second degré en ^; le produit des deux 
racines est i , ce qu'on pouvait prévoir à priori. 

Dans l'application , il vaut mieux substituer les coeffi- 
cients Al, Aj, A3 dans les équations (a) et (/3), puis éli- 
miner entre les équations numériques. 

Si <7 est donné, Téquation {a) dotme a très-simple- 
ment. 

2'' Cas. L'équation donnée (i) a seulement /i racines 
en progression géométrique. 

Alors les équations (1) et (2), ou bien les équations (1) 
et (3) ont n — i racines communes. On cherchera le plus 
grand coihmun diviseur du degré n — i qui existe entre 
leurs premiers membres; ce diviseur trouvé, on l'égalera 
à zéro. On aura ainsi une équation du degré n — 1 qui 
aura toutes ses racines en progression géométrique, et 
qu'on pourra résoudre complètement en appliquant ce 
qui précède. 

Les racines aç^ a(f^,.. aq'^~^ étant trouvées, on aura « 
en divisant la plus petite racine trouvée par q^ si l'on a 
pris q plus grand que i, ou en divisant la plus grande de 
cii,^ racines par q^ si Ton a pris q moiudre que 1. 

3*^ Cas. L'équation proposée a toutes ses racines en 
progression arithmétique. 

(i) x"-!- Ai-r"-' -4- A,.r"-^4- A,^'"-''-4-. . . = o. 

Soient a^ a-\-f\, a -|- 2 r, . . a + (m — i ) /- les rariues 
cherchées. 

On voit facilement que Téquation f(x — r) = 0, et, 
par suite, l'équation ,/ (r — /•) — f(x)=zo ont les m—i 
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racines a -\-f\ « -H 2/*, ... « -|- (m — i) /* communes av«*c 
la proposée. 



/[x — r)—/{x) = —mrx'^-'—[m — i)A,r \ .r"-'... 



m (m — I ) 



I .2 



-f- etc. 



= 0. 



Laissant de côlé le cas où r=o, divisant par r et 
changeant les signes , nous trouverons ainsi : 



f wj:"-' +(/»-~i)A, 
m [m — I ) 



;^) 



I .2 



ar'"~'-h {m — 2) Aj 

(m — i)(w — 2) 



1 .2 



A.r 



-h 



m 



[m — i)(w — 2) 



1.2.3 



etc 



Les racines de cette équation étant a -h r, « -f- 2/-, . . . 
a-\-[m — 1) r, nous concluons comme précédemment que 
leur somme est égale à — Ai — a, d'où 



/// — I 



m 



A. 



m — I 



I . 2 



r~ — A 



a 



OU 



;«) 



2 om -k- m[m — 1 1 r zn — 2 A, , 



équation .du premier degré en a et r. 

La considération des produits des racines , multipliées 
deux à deux , donne encore 



m — 2 



m 



\. (ni — \){m — 2)^ (//i— lUw— 2) , , ^ . 

. A, — i ^^ ^A,r4-^ ^-- V':= A, — fli — A, — a) 

I .2.3 ^ 



I . 2 . //I 



ou 



Pl 



/w [m — I ) (//i — 2) .^ i w — I ) [m — 2) 



1.2 3 



A./- 



I .2 

2A3 + A,^ -f- mn . 
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Les équations (a) et (j3) donaerout a et ;*; en élimi- 
nant a , on trouve pour /* deux valeurs égales et de signes 
contraires. 

Nous conseillons de conserver le système des équa- 
tions (a) et (|S) pour les applications numériques. 

L'équation (a) est celle que donne immédiatement 
Tarithmétique. 

4* Cas, L'équation (i) a seulement n racines en pro- 
gression arithmétique. 

On trouvera ces n racines en suivant une méthode ana- 
logue à celle qui est indiquée ci-dessus pour le deuxième 
cas. 



QUESTION D EXAMEN. SUR LES DIVISEURS FRACTIONNAIRES 

EN ARITHNÊTIOUE C'). 

\ . Définition, a, &, c, d étant quatre nombres entiers, 

, o c 

si T divisé par - donne pour quotient un nombre entier, 

alors -, est dit tJUWseurde yx ainsi 7— doit être un nombre 
a D oc 

entier. 

Observation , C'est une généralisation de la définition 

ordinaire. 

2. Problème Quelle relation doit exister entre y? 7- 

c 
pour que ces (Quantités aient - pour di\fiseur commun? 

Solution, On doit avoir ad=bcz^ aid=biCZi^ 
z et -Zi étant des nombres entiers*, et delà ai, z, = a^hz. 
Soit D le plus grand commun diviseur de ab^ et /Zi & ; fai- 
sons afti = D/7, atb = ï)q. Nous aurons pzi=(fZ] et 
comme p el q sont premiers entre eux, l'on doit avoir 



*) M. J. Bertrand < (*xarninatour. 
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z =. nip ^ Zx^^nHjy où m est un nombre entier quel- 
conque : on déduit de là 

c a a a\^ D 

d hz hmp bmDp mbb^ 

3. Problème. Quel est le plus grand commun dwiseur 

des quantités -Tf -7^? 

Solution. Conservant la même notation , le plus grand 
commun diviseur répond évidemment à la valeur de m 
égale à Tunité^ donc ce plus grand commun diviseur est 

rr-î alors z =p et Zi=zç. z et Zi sont donc premiers 

entre eux 5 ce qui est évident par la définition du plus 
grand commun diviseur. 

4. Problème. Étant données les quantùés f et ■— > 
trouver des nombres entiers z et z^ tels, que Von ait 



a a 



I « 



bz biZi 
Solution, La même que celle du problème 2 ; car l'on a 
• abiZi = /i, bz. 

Observation. Dans les examens, le problème est 

ainsi énoncé : Un rectangle a ses deux dimensions t» ~r 

b bf 

exprimées en mètres; il faut diviser le contour en parties 

^ales, de manière que chaque dimension contienne un 

nombre entier de ces parties. 

5. Problème général. Résoudre les équations 

a, a, n, a„ 



biZ, b^z. b:,z, b„z 



n *'n 



OÙ ap^ hp sont des entiers donnes^ et ^i, r*,.. ., ::„ des en- 
tiers à troui^er* 
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Solution, f'oir les Fractions èquii^a/entes de M. \,e- 
besgue, p. 8i. 

Remarque, ^ous nous sommes servis de l'algorithmi' 
algébrique, parce que ces considérations sont à l'usage 
des personnes qui connaissent cet algorithme; il est d'ail- 
leurs facile de traduire les formules en phrascSy et d'em- 
ployer ce qu'on peut appelei* le genre verbeux. Comme 
il peut se trouver des examinateurs qui aiment ce genre, 
j'engage les candidats à s'y exercer, par précaution, cd 
celte occasion et en d'autres. 

Exemple, Lue demî-ligne d'écriture algorithmique 
suffit pour démontrer que, dans une proportion géomé- 
trique, le produit des extrêmes est égal au produit des 
moyens. Une telle abréviation sera souvent repoussée 
avec colère. Reijiplacez cette demi-ligne par un flux de 
paroles, et vous serez bien accueilli. Historique. 



TROISIÈME SOLUTION DE LA QUESTION 201 

(Voir p. i>0.) et iO"»; ; 

Par m. E. DOULIOT , 

txlciiu* (lu lycée Monge, classe de M. Vincent. 



i. Lemine. Etant donné un parallélogramme ABDE, 
si par un point C , pris sur la diagonale DA , ou sur son 
prolongement, on mène une droite qui coupe en Kelï 
les côtés adjacents AB, DB, et en IS' et T' les côtés EA , 
El) , on aura 

CN . CT = CN' . CT' ^fig, 17, PL II) ; 

et réciproquement, si sur la transversale II' l'on a 

CN.CÏ= ciN'.cr, 

le point C est sur la diagonale. 

Démonstration. Les deux triangles ACN, IKiT élanl 
semblables, on a 

CN : CT' :: CA : en. 



y 
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De même, les deux triangles A(^iN', DCT étant sem- 
blables, on a » 

CN' : CT : : CA : CD ; 

donc 

CN.CT = CN'.CT'. 

Remarque, Le point C sera toujours compris entre 
deux nombres pairs de points d'intersections; ceci est 
évident, quand le point C est intérieur au parallélo- 
gramme. Si le point C est extérieur, en faisant tourner 
la droite autour du point C, de manière à éloigner le 
point T', on voit que dès qu'elle sera parallèle à DE elle 
le sera aussi AB; elle ne peut donc pas rencontrer une de 
ces droites dans le sens de CT, et l'autre dans le sens de 
(^T'. Donc le point C sera eu dehors des quatre points 
d'intersections, ou il en aura deux de chaque côté. 

La réciproque se démontre par la réduction à l'ab- 
surde. 

, 2. Théorème. {Fig, 18, PL IL) Soient P, F deux points 
appartenant respectivement à deux ellipses homofocales, 
tels, que les tangentes menées à ces courbes en P et V 
se coupent à angle droit ^ en désignant par I le point de 
leur intersection , et par C le centre commun des ellipses, 
la droite CI dii^isera en deux parties égales ladistanceVV^ . 

Strcbor. 

Démonstration, Je mène les normales PK, PK; la 
figure PKFI est uu rectangle, et le théorème sera dé- 
montré si l'on prouve quelepoiiit C est sur la diagonale IK. 
Soient N, ]N', T, T' les points où les normales et les tan- 
gentes rencontrent Taxe, on a 

C = CiN . CT et C = CN ' .CT ' ; 
donc 

CN.CT = CN'.CT'. 

Donc ^ on vertu du lemmr. le point C est sur la rliagonale. 
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Comme ou s est appuyé sur une propriété commune à 
l'ellipse et à Thypcrbole , et dans laquelle les tangentes et 
les normales entrent d'uue manière symétrique, on voit 
que le théorème est applicable à deux coniques homofo- 
cales quelconques. 



TROIS THÉORÈMES ARITHMOLOGIQUES DE M. STEINER, 

Démontrés par M. STERN. 

(Journal de M. Crelle, t. XIV, p. 7G, i835. ) 



Théorème I. Prenant tous les nombres entiers depuis 2 
jiisquà Vinjini, et éles^ant chacun à toutes les puissances 
négatii^es, depuis la deuxième jusqu à Vinjim^ la somme 
est égale à Vanité. 

Démonstration, On a 



I I I I I 

a — I a a^ n^ a* 



Faisant successivement a=2, 3,49--5 00, le second 
membre donne toutes les puissances négatives des nom- 
bres entiers, et le premier membre devient successivement 

11 III 

dont la somme est égale à Tunité. Ce qu^il fallait démon- 
trer. 

Observation, On a aussi 

I I i I I I 



+ ,..-::;• 



n fl -h I /i' a^ «' a- 

Faisant successivement «= 2 , i^ , 4 vm <» ^^ ajoulanl les 
équations, on conclut que la somme des puissances né- 
gatives paires des nombres entiers (Tunité exclue), moins 

la somme des puissances impaires, est égale à ~\ donc It'-^ 
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tommes des puissances négatives paires = -s, et les puis- 
sances négatives impaires = -y • 

Legendre, dans ses Exercices du calcul intégral, donne 
une Table des sommes des puissances négatives , jusqu'à 
la trente-cinquième, avec seize décimales (part. IV, sect. i , 
p. 65). Diaprés cette Table, la somme des puissances 
négatives paires, depuis la deuxième jusqu'à la trente- 
quatrième inclusivement = 0,^499999999^9 ainsi la 
somme des puissances négatives restantes est moindre que 
0,00000000002 ) de même la somme des puissances néga- 
tives impaires depuis la troisième jusqu'à la trente-cin- 
quième inclusivement = 0,249999999908 *, ainsi la 
somme des puissances impaires restantes est moindre que 
0,00000000001. 

Théorème II. La somme de toutes les fractions de la 

forme r^rr est = i , en donnant àx et r toutes 

les valeurs entières positii^es de o à co , et ne prenant 
qu une fois les fractions qui se reproduisent plusieurs fois» 
Démonstration. 

1 III 



Donnant à j: et k y toutes les valeurs positives entières 
depuis o jusqu'à l'infini 5 prenant pour 2-i-a: d'abord les 
nombres qui ne sont puissances d'aucun nombre*, ensuite 
les nombres qui ne sont que des carrés et non des puis- 
sances supérieures ; puis lesjiombres qui ne sont que des 
cubes et non des puissances supérieures, etc. ; la somme 
totale renfermera donc la somme de toutes les puissances 
négatives, et on rentre dans le théorème I. 
Théorème III. 
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vn donnant à x et y toutes les valeurs positives fie o à ce 
av^ec ces restrictions, i-\-y ne doit pa^ être une puissance 
supérieure d'un nombre, et i^x doit être une puissance 
supérieure d*un nombre. 

Démonstration. Cette expression 

I I 



et 2-f-j" ne devant pas être une puissance supérieure 
d^un nombre , il s^ensuit que cette expression est la somme 
de toutes les puissances négatives , à partir de la seconde, 
de tous les nombres qui sont une puissance supérieure 
d'un nombre (*). 



THÉORIE GÉNÉRALE DES POLAIRES RÉGIPROQUES PLAKES 

(Voir t. VII, p. 30S-409); 

Par m. LENTHÉRIC, neveu, 

Professeur. 



i . On a vu (tome VU, page 352) que la polaire étant 

(3) r = fftJ^ + n , 

le pôle était déterminé par les deux équations 

(5) m Y'j. 4- F; = G 

(6) FV + P = o, 

en posant, pour plus de simplicité, 

Df-hEx-h 2K=: P. 

Supposons les constantes met n de la polaire liées entre 
elles par une relation quelconque 

ff{m, n) = o; 

il en résultera un lieu géométrique des pôles dont l'équa- 
tion s'obtiendrait en éliminant m et n ^nirv la relation 

( ■ ) Voir (^.atalan , Journal do M. Luuvii.Lb, iS/|». 
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donnée et les équations (5) et (6), qui fixeraient la posi- 
tion particulière du pôle pour chaque système de valeurs 
de m et n qui satisferait à cette relation. 

Les valeurs de m et w, déduites de (5) et (6), ayant 
même dénominateur, et leurs formes étant linéaires en x 
et j-, le lieu géométrique des pôles serait de même degré 
en .r et y que la relation <p ('w, n) = o en m et n. 

2. On a vu aussi (tome VU, page 353) que a et i dé- 
signant les coordonnées du pôle, l'équation de la polaire 
est 

ou 

(7) ^FV-h«F;-hP = o. 

Supposons les coordonnées (a, h) du pôle liées entre elles 
par une relation quelconque 

+ («» ^) = o, 

et il résultera de là une courbe enveloppe des positions 
successives de la polaire , dont on obtiendrait l'équation 
par la lliéorîc connue. 

3. Ces lieux des pôles et ces courbes €*nveloppes des 
polaires présentent une foule de cas particuliers, dont 
l'étude n'offrirait aucune dijfficulté. Il est possible d'éta- 
blir, entre les constantes de la polaire et les coordonnées 
du pôle, des relations telles, que le lieu géométrique des 
pôles soit identique avec la courbe enveloppe des polaires. 
Je vais faire voir que cette identité a lieu si la polaire se 
meut tangentiellement à une courbe quelconque, et si le 
pôle parcourt la même courbe. 

En effet , soi l 
uni' oïïiirbe (jueloonque située sur le plan d'une conique 

F >, >■) =r o. 



?.. _ n 
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La tang^ente à cette courbe en un point (a, b) est 

?'b (r — *) -H ?« (x — a) = o. 

Le pôle de cette tangente s'obtient en faisant, dans (5) 
et (6) , 

/it=— V» /ï=:64-ûV> 

ce qui identifie la tangente avec la polaire (3); on aura 
donc, pour déterminer le pôle de la tangente, les deux 
équations 

(9) ' - p, 
et 

(10) ^F'^H- flF',-4-P=ro. 

Le point (û, h) étant sur la courbe (8) , on aura en outre 
la condition 

(11) ^'a,b)=o, 

[^ lieu géométrique des pôles des diverses tangentes à la 
courbe (8) résultera donc de Télimination de a et de A 
entre les trois équations (9), (10) et (11). 

Mai ntenant supposons que le pôle parcoure la courbe (8) , 
ce qui donnera la relation 

(11) if{a,b) = 0', 

la polaire sera 

(10) 6FV-h«F; -hP = o. 

Pour avoir la courbe enveloppe des polaires de tous les 
points de la courbe (8), il faudra, d'après la théorie connue 
des courbes enveloppes, différentier (i 1) et (10) par rap- 
port à a' et a fc, ce qui donne 

F,-H.r_o, 
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et éliminer «nsuite a^ b et — entre les équations (i i)^ 
(lo) et leurs dérivées. Or Télimi nation de -7- donne 

Donc la courbe enveloppe des polaires des divers points 
de la courbe (8) résultera de l'élimination de a et de b 
entre les trois équations (9), (10) et (11), comme le lieu 
géométrique des pôles des tangentes de la courbe (8) , ce 
qui établit la parfaite identité des deux lieux. 

De là résulte ce beau théorème de M. Poncelet : 

Le lieu géométrique des pâles des tangentes d'wie 
courbe quelconque, relatwement à une conique, est le 
même que Vens^eloppe des polaires des div^ers points de 
cette courbe, relatii^ement à la conique. 

Ainsi il existe sur le plan d'une conique ime infinité 
de systèmes de deux courbes telles, que chacune des 
courbes d'un* même système est en même temps et le lieu 
des pôles des tangentes de l'autre, et l'enveloppe des 
polaires des divers points de l'autre, relativement à la 
conique. Les deux courbes d'un même système ont été 
désignées, par M. Poncelet , sous le nom de courbes po- 
laires réciproques, et la conique, qui leur sert d'inter- 
médiaire , sous le nom de directrice. 

C'est par la propriété connue (tome VII, page 355) 
que toute droite qui passe par un point a son pôle sur la 
polaire de ce point, et réciproquement, et en considérant 
les courbes comme des polygones infinitésimaux , que Til- 
lustfe géomètre fut conduit au théorème qui précède ^ 
dont il fit la base de Tune des théories les plus curieuses 
de la géométrie moderne, la dualité, que j'exposerai dans 
la suite. 

A. La rourl)e (8) étant du degré m, la polaire réci- 
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proque sera au plus du degré m{^m — i) , car sou équatiou 
résulte de rélimination de a et de b entre les trois équa- 
tions (9), (10) et (11), dont Tune est linéaire en a et b, 
et les deux autres de degrés m et m — i . 

D'ailleurs, toutes les tangentes à la courbe (8), issues 
d'un même point, devant avoir leurs pôles sur la polaire 
de ce point et sur la courbe polaire réciproque , on voit 
que le degré de la polaire réciproque doit être égal au 
nombre de tangentes que l'on pourrait mener à la courbe 
par un point de son plan. Or on sait qu'à une courbe du 
degré m on peut mener au plus m [m — i) tangentes. 

M. Gergonne a fait voir par Tcxcmple de la courbe 



;=)'-©'=•■ 



dont la polaire réciproque , par rapport au cercle 



PSt 

que la polaire réciproque d'une courbe du degré m peut, 
en effet, s'élever au degré m [m — i). La polaire réci- 
proque d'une courbe de degré m n'est donc pas la plus 
générale de son degré, car sa propre polaire réciproque 
doit reproduire la courbe du degré m, tandis qu^on serait 
autorisé à croire qu'elle pourrait donner une courbe du 
degré m [m — 1) [m (m — i) — i]. La polaire réciproque 
perd donc m^ [m — 2) tangentes dans le faisceau issu 
d'un même point. M. le professeur Plucker est le pre- 
mier, comme le fait observer M. Terquem (tome VII, 
page 3ii), qui ait donné une explication complètement 
satisfaisante de ce fait singulier, sur lequel nous revien- 
drons. 
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5. Dans h* cas où la courbe 

.8) ,p(x,j)==o 

serait une conique, on aura m=^i^ et la polaire réci- 
proque serait aussi une conique. Nous pourrions trouver 
Inéquation de celte polaire réciproque en suivant la marche 
indiquée § 3. C'est celle qui a été suivie par .M. Poncelet 
[Annales de Gergonne , tome VIII, page '224). On y par- 
vient plus simplement en suivant la marche indiquée § i. 
Soit 

ky"- -h Bx/ + Cr' -H D/ -f- Ejt -h K =0, 

OU 

(la) F.(j:,j) = o, 

l'équation de la conique directrice^ et soit 

a^* -H hxy' — ex' H- ^ -|- tfj; -f- /■ = o ,. 
ou 

(i3) f{x,y):=io, 

la conique dont on demande la polaire réciproque. 

La relation (f [m^ n) = o, entre les constantes delà po- 
laire représentée par y = nix -f; n , s'obtiendra en rem- 
plaçant dans (l'i) y pai' mx -h w, et exprimant que l'é- 
quation résultante du deuxième degré en x a ses deux 
racines égales. On trouvera , réduction faite ,' 

. J [b^ — ^ac)n} '^' 7.[iae — bd) mn -^ [d* — ^ak)m^ 
^ ^' \-\- 7.[bc — 2cr/) // + 2 [dt 2 bk) m -f- t'' — ^ck = 0, 

dans laquelle ; substituant pour m et n leurs valeurs, 

K P 

on aura, pour l'équation de la polaire réciproque de la 

Ann, de Maihémat., I. VUl. (Juillet 1849.) I y 
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conique ( 1 3 ) , 

(l5) I -h (^- — 4«X-) (F;)' — 2(*éf — 2C«^)/^FV 

6. Si Ton prenait pour directrice la conique (i3), la 
polaire réciproque de (12) serait représentée par 

( (E' - 4CK){/V)' - 2(DE - 2BK)/Vy: 
(16) j -f-2(D'-^ 4 AK) (/',)» -2{BE — 2CD)/>/V 
( — 2(BD— 2AE);?/;-h(B»— 4AC)/?'=ro; 

et pour avoir la polaire réciproque de (i5) par rapport 
à (i3), il faudrait remplacer datis (16) les dérivées de 
l'équation (i3) par celles de l'équation (i5). On obtien- 
drait ainsi une équation dont les coefficients auraient 
évidemment, avec ceux de Téquation (16). les mêmes 
lelations que ceux de Téquation (i3) avec ceux de l'é- 
quation (i5), donc celte nouvelle équation serait celle do 
la polaire réciproque de l'équation (16) par rapport à la 
directrice (Î2). De là, ce théorème : 

Les polaires réciproques de la. directrice, par rappoti 
à deux polaires réciproques y sont' elles-mêmes polaires 
réciproques, par rapport ii cette directrice (*). 

Nous désignerons ces polaires réciproques de la direc- 
trice sous le nom de polaires réciproques doubles, et 
nous ferons connaître quelques propriétés curieuses dont 
elles jouissent. Pour le moment, nous allons indiquer la 
discussion complète de l'équation (i5) , qui n'offre d'ail- 
leurs aucune difficulté, et en évitant de trop longs détaiU 
qui ne sauraient trouver place ici. 

7. Cas où la directrice serait une ellipse ou une hy- 
perbole. On peut toujours choisir les axes de manière 

(■) M. Angclo Genocchi , <le Turin , nous a :i«lrossp une démonstration 
jjêométriq^ue de» e«" flieorème. 
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que la directrice (12) ait pour équation 

(17) Ar'-+-C^»-hK=o, 

la conique étant la courbe (i3). Faisant dans (i5), 

FV=:2A7, F:,=:2Gî:, p = iK, 
on aura, pour la polaire réciproque de (i3), 

/ {c-^ — 4 ck ) A:y-^ — 2 [de '^7,bk)AC xr 

(,8) j-h(^ — 4«/)C»^» — 2(A^~2cr/)AKjr 

L'inspection de cette équation montre que la directrice 
n influe que sur la position de la polaire réciproque 
dont la nature ne dépend que de la diflérencc 

[de -^-ibky ~ !/'» — 4r/ . ( d'—^ak); 

Téqualion (i4) fait voir que les valeurs de m qui cor- 
respondent à /i = o, seront réelles et inégales, réelles et 
égales ou imaginaires, suivant que cette dilFérence sera 
positive, nulle ou négative. Mais les valeurs de m qui 
correspondent à /i = o sont les coefficients angulafres des 
tangentes que Ton peut mener à la conique (i3) par 
l'origine, qui est le centre de la directrice; donc : 

La polaire réciproque d'une conique^ par rapport à 
une directPice qui a un centre, sera une hyperbole, une 
parabole ou une ellipse, suivant que le centre de la di- 
rectrice sera situé en dehors de la conique^ sur la conique, 
ou en dedans. 

Cela était, d'ailleurs, facile à prévoir; car toute droite 
qui passe par le centre de la directrice ayant son pôle à 
l'infini, la polaire réciproque d'une courbe quelconque 
doit avoir autant de branches infinies que cette courbe a 
de tangentes passant par le centre de la directrice. De 
plus, les points de tangence sont les pôles des éléments 
de la polaire réciproque situés à Tinfini , cVst-à-<lirp des 
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asymptotes de la polaire réciproque. Ces asymptotes sont 
donc les polaires des points de contact des tangentes me- 
nées à la courbe par le centre de la directrice^ et, par 
suite, les cordes de contact sont les polaires des points 
d^intersection des asymptotes. Les points dHntei section de 
la directrice et dé la polaire réciproque sont aussi faciles 
à déterminer, car les polaires de ces points sont tangentes 
à la directrice en ces points mêmes, et comme elles sont 
aussi tangentes à la courbe donnée, on voit qu'on les ob- 
tiendra en menant des tangentes communes à la courbe et 
à la directrice. 

Ces remarques rendront, surtout dans le cas des co- 
niques, la polaire réciproque trop facile à construire 
pour qu'il soit nécessaire d'insister sur ce point. 

Si la conique (i3) était concentrique à la directrice, son 
équation se réduirait à la forme 

(19) €7/' -h fx' H- A = o , 

et Ton trouverait la polaire réciproque, en faisant 

dans (18), 

b = Oj r/=o, e = Oy 

ce qui donnerait 

(20) cA A»^ - -h a^Ox^ -h acK' = o. 

Vérifions sur les équations (17), (19) et (20) le théorème 
du § 6 sur les polaires réciproques doubles. 

En prenant (17) pour conique, sa polaire réciproque, 
par rapport à une directrice quelconque, serait, diaprés 
Téquation (i5), 

CK(FV)'-h AK(F;)' 4- ACP»= o. 

Si (19) est la directrice, on a 

F'^ == 2 oj, F, = 2 ex, P = 2 X , 

et pour la polaire réciproque de (17) 

(21) /i'CK7'-hc'AKx--h /'AC=rOi 
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si (20) est la directrice, 

et la polaire réciproque de (17), par rapport à celte 
directrice, est 

(22) c^k^k'y^ 4- n'k^Ox^ + a'c^YJ = o. 

Or on trouve que (21) et (22) sont polaires réciproques, 
en prenant pour directrice la conique (17). 

L'équation (20) montre que la polaire réciproque de ( 1 9) 
sera toujours de même nature que cette conique. Pour 
que la conique et sa polaire réciproque fussent semblables, 
on devrait avoir 



a 



ou 



A_C 

mais alors la conique serait semblable à sa directrice. 
Si la directrice était une ellipse 

Aj'-h O' — K = o, 

et la conique une hyperbole ayant les mêmes axes 

A/' — Cx'H-K=ro, 

on trouverait, pour la polaire réciproque, l'hyperbole 
elle-même. De même, en prenant l'hyperbole pour direc- 
trice , on trouverait que Tellipse est k elle-même sa 
polaire réciproque. 

On verrait de même que deux hyperboles conjuguées 
sont telles, que chacune est à elle-même sa polaire réci- 
proque par rapport à l'autre. 

Si la conique (i3) était une parabole, on aurait 

é' — ^ac = 0, 

et Téquation (18) fait voir que la polaire réciproque pas- 
serait par le centre de la directrice; ce qui était facile à 
prévoir, car la conique aurait deux de sv.s élémcMils situés 
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à l^infini. Si la parabole avait le même axe que la direi*- 
trice, on aurait, déplus, 

frr=o, c = o, d 1= o, 

et Téquation (iS) se réduirait à 

e'A\y^ — 4 akOx' -h 4 aeCVix = o , 

équation d'une ellipse ou d'une hyperbole, suivant que a 
et k seront daignes contraires ou de mêmes signes , c'est- 
à-dirc suivant que l'origine ou le centre de la directrice 
sera intérieur ou non à la parabole , comme on devait s'y 
attendre. 

Si , de plus, le sommet de la parabole était à l'origine, 
la polaire réciproque serait 

équation d'une parabole de même sommet et de même 
axe que la proposée. Si la directrice était une ellipse, 
C et K étant de signes contraires, les deux paraboles 
seraient opposées par le sommet; si la directrice était une 
hyperbole, les deux paraboles seraient opposées par le 
sommet ou non , suivant que Taxe transverse de l'hyper- 
bole coïnciderait avec celui de la parabole ou lui serait 
perpendiculai re . 

8. Cas où la directrice serait un cercle. Soit 

y^ -^ X' =z r- 

Téquation de ce cercle; en faisant dans (i8) 

A = i, C = i, K==— r% 

on aura, pour la polaire réciproque d'une conique quel- 
conque par rapport à ce cercle , 

{é' — 4 ^^)r' — 2 [de — bk) xy -f- (rf — 4 «^) ^^ 
-h 2 r' [he — 2 cd)y 4- 2 r'^{hd — 2 ae)x -J- (^' — 4 ^'^) '^ = ^ , 

hi la conique est un autre cercle quelconque 

y -\- X- -h dy -+- <?j: 4- X- =: o. 
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En faisant^ dans Téqualion précédente, 

n =z c = i et b = o, 

on aura^ pour la polaire réciproque, 

(e- — 4 X-) j' — 2 dexy -^ {d' — ^ A).v' 
— ^r^djr — ^r^ex — /^r* = o, 

équation que Ton peut mettre sous la forme 

{d* -\- e" -^ ^kJlj-^-h x^) -^{dy -{- ex -h 1 /'')' = O ; 

ce qui montre que la polaire réciproque est une conique- 
ayant pour foyer Torigine ou le centre du cercle directeur, 
et pour directrice la droite 

djr -h (^JC -{- 2 r^ = o , 

c'est-à-dire la polaire du centre du second cercle par rap- 
port au premier. 

Donc , la polaire d'un cercle^ par rapport à un autre 
cercle, est une conique ayant pour foyer le centre du 
cercle directeur, et pour directnce la polaire du centre 
de*V autre cercle, 

9. Cas oit la directrice serait une parabole. Ou peut 
toujours choisir les axes de manière que Téquation de la 
directrice soit 

(23} A j' 4- Ej: =: o ; 

d'après Péquation (i8), Fcqualion d*une conique, par 
rapport à cette directrice, sera 

i4 (<?' — 4 ck) k'y- — 4 (ètf — 2cr/) AExj 
-h [b' — 4 ac) E»:c^ — 4 {de -— 2 bA) AEj 
_ 2 (ôrf — 2 ae) E'x -F («T — 4 ak) E' = o. 

La nature de la polaire réciproque ne dépend que de la 
différence 

\be — 2 cdf — ;A» — ^acj {e' — 4 c^]- 
^^r, eu faisant m =z o dans la relation (i4) ? <^t» trouvera; 
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pour déterminer les coefficients linéaires des tangentes de 
la conique parallèle à Taxe de la parabole, Féquationdu 
deuxième degré 

(A' — ^ ar) q^ -\- 2 [be — 2 cd)q -h f' — 4 ^^' ^= '^> 

et, suivant que la diftérence ci-dessus sera positive, nulle 
ou négative , la conique aura deux tangentes parallèles à 
Taxe de la parabole, ou n'en aura qu'une, ou n'en aura 
pas. Dans le premier cas, la polaire réciproque (24) sera 
une hyperbole *, dans le deuxième , une parabole ; et , dans 
le troisième, une ellipse: conclusions faciles à prévoir eu 
considérant la parabole comme une conique ayant sou 
centre à l'infini. 

Si l'on avait Z>* — 4 ^^ = <>i ^^ polaire réciproque serait 
une hyperbole, à moins qu^on n'eût aussi he — 2Cfl=o, 
ce qui arriverait pour 6 =1 o et c = o, c'est-à-dire si la 
conique avait son axe parallèle à celui de la directrice. 
Si les axes étaient les mêmes, on aurait, de plus, d=o. 
et l'équation de la polaire réciproque deviendrait 

et , en supposant de plus A = o, ce qui donnerait aux deux 
paraboles le même sommet, la polaire réciproque serait 

eA\r^-haE^Jc = o, 
ç^ qui montre que, dans le cas de deux paraboles, 

A/* -h Ex =:: o , 

A/» — Ex=:o, 

opposées par le sommet, chacune d'elles serait à elle- 
même sa polaire réciproque par rapport à l'autre. 

10. Cas des coniqiœs confocalcs. En prenant pour 
origine le foyer de la conique, son équation sera 

(2H Y* -H x' — (///)' -f- nx -h y)' == o 
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ou 

(i — m^)jr^ — 7.mnxy H-(i — n^)x^ — ^rnqy — ^nqx — ^' = o; 

et, d'après Téquation (i5), pour avoir la polaire réci- 
pi*oque par rapport à une directrice quelconque, il faudra 
remplacer a, &, c, etc., par leurs valeurs, ce qui donnera 

^ ^^ \ H- (/w«-f-/i' — !)/?*= o^ 

et, si la conique (26) était une parabole, à cause de 

w' -+- /i* — 1 = 0, 

(28) q {¥'jY -f- q (?*,)» — 2 w/>F'^ — 2 /!/> F', = o. 

Dans le cas où la directrice serait un cercle 

y^ -\-x^=zr^ 

ayant pour centre le foyer de la conique , on aurait 
F'jr = 2j, ¥'^ = ixy jj = -^iir\ 

m 

et la polaire réciproque de la conique (26) serait 

(29) q*x^ H- q^x^ -h 2 mqr^f H- 2 nqr^x ■+- {m^ -I- /i* — i ) r* = o. 

On voit que cette polaire réciproque serait un cercle, 
quelle que soit la conique. Dans le cas de la parabole, 
m* 4- /i* — 1 = 0, et le cercle passerait par l'origine ou 
par le foyer de la parabole. 

Les coordonnées du centre de ce cercle (29) sont 

nr^ /wr' 

a — — —, p_ —, 

el la polaire de ce point , par rapport au cercle directeur, 

est 

^y -\-ax — r'=: o, 

OU, substituant les valeurs de a et de /3, 

my -4- tnx -|- <jr = o , 
r'est-à-dire Téquation de la directrice d*» la conique; d'où 
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résulte ce théorème au moyen duquel une foule de pro- 
blèmes sur les coniques se ramènent à des problèmes sur 
les cercles : 

La polaire réciproque d*une conique, par rapport à 
un cercle cùnjocal, est un second cercle qui aurait pour 
centre le pôle de la directrice de la conique^ par rap- 
port au cercle confocal. 

On déduirait facilement des équations (26) et (29) que, 
dans le cas de deux coniques de même foyer et de même 
directrice, la polaire réciproque serait aussi de même 
foyer et de même directrice. 



NOTE SUR LES APPROXIMATIONS NlJMÉRiQliES , 

Par m. E. LIONNET, 

Professeur au lycée Doscartes (*). 



I. Étant donnée une limite ô des erreurs commises siw 
les facteurs d'un produit abc.hl, trou^^er une litnite de 
V erreur e commise sur le produit. 

Soient a', i', c', etc., des valeurs de a, é, c, etc., ap- 
prochées par défaut à moins de à. En remplaçant a par a', 
on a diminué le facteur a d'un nombre moindre que<î, 
et le produit abc. . .hl d'un nombre moindre que âbc.hl] 
pareillement, en remplaçant b par // dans le produit 
a!bc,.,kl^ on a diminué ce produit d'un nombre moindre 
que Si/c..,klj et, à plus forte raison, d'un nombre 
moindre que dac.hl-^ et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'en 
remplaçant /par /' dans le produit a'b'd ,,.Vl ^ on ait di- 
minué ce produit d''un nombre moindre que âab.^.h. 
Donc , en définitive , on aura e <^ âs„^t , .Vn-i désignant 



') Voyt'5, pour plus de deuils, le^ComplêmenUd'arithfhetiquc, livre Vi. 
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la somme des produits n — i k n — i des n facteurs a , 

En général , si Ton désigne par p le produit des fac- 
teurs non modifiés, et par n le nombre des facteurs mo- 
difiés tous par défaut, tous par excès, ou les uns par 
défaut et les autres par excès , des raisonnements sem- 
blables conduiront à la relation 

dans laquelle 5„_i représente la somme des produits n — i 
k n — I des facteurs modifiés , chaque facteur modifié 
par voie d'augmentation étant remplacé par sa valeur 
approchée par excès. 

II. Étant donnée une limite d de l* erreur commise 
sur un nombre a , trouver une Imite de l'erreur com^ 
mise sur la racine m'*'"' de ce nombre. 

Soit a une valeur de a approchée par excès à moins 



m 



de (î. En remplaçant n par a dans y/a, l'erreur e commise 

m m m 

sur cette racine est v^ — ^ = x — -r, en posant )Ja = x 

m 

et \la = jf. Or on a 



ou 






De plus, le dividende x'" — y"" = « — a<C^â^ et la re- 
lation a^a donne 



ut m 



Va>V'', OU x^y, 

donc tii remplaçant x par j au diviseur, qui devient alors 
yw-i _^ -^'«-ï _^ y«»-i _|_ pjj.,^ QH /rty'«-'^ on diminuera vv 
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diviseur, et on aura 
ou 

(«) «< 



m y" ' 



En désignant par a une valeur de a approchée par dé- 
faut à moins de d, des raisonnements semblables condui- 
sent à la relation 



m 

m 



Corollaire. Les relations (i) et (2) montrent que si a 
est un nombre décimal plus grand que Tunité et que 

â = > on aura e <' ; donc, pour obtenir la ra- 

lo" ^^10" ' ' 

cine m'*"** tïun nombre décimal plus grand que Vunité, 

à moins d'une unité décimale du «'**"* ordre y il suffit 

d* opérer sur une valeur du nombre proposé , approchée 

à moins de la mémo unité décimale. Ce principe peut 

d'ailleurs être considéré conmie une conséquence de celui 

que nous allons démontrer. 

m. Pour extraire la racine m''"*' d*un nombre entier 
a auec une erreur moindre que V unité ^ il suffit de con- 
naître plus de la m'^"^' partie du nombre de ses cliiffres 
à partir de la gauche. 

En supposant que m soit le nombre des chiiTres de a, 
nous démontrerons d'abord que si l'on prend sur la gau- 
che de a un nombre de chiiï'res plus grand que —, ou au 



moins égal à , en remplaçant tous les chiffres sui- 



m 



vants par des zéros , Terreur c commise sur v^ sera 
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moindre qu'une unité. En effet, le nombre « qu'on sul)- 

stitue à a dans sa contenant n chiffres est au moins 
égal à io"~* \ de plus, le nombre des chiffres pris sur la 

gauche de n étant au moins égal à , la partie négli- 



^ . 1 «4-1 nim — i) — I ,.« 

gee contient au plus n ou — ^ chiffres ; 

^ m m ' 

I . .1 n(m — i) — i,x 
donc cette partie est moindre que lo — ^ '- . Or on 



m 
a la relation 

e<:—^ ' ou e< (II), 

I m-i 

^ ma. " 



m 



jans laquelle e désigne Terreur commise sur y a en rem- 
plaçant a par une valeur a approchée par défaut à moins 

deâi donc si l'on fait ^ = lo -^ et « = lo""', 

m 

on aura , à plus forte raison , 

n(m — i) — r m — a 

m m 

^ lO ^10 



(m— i ) (n— i) ^ m 

m 



/WX 10 

Remplaçant m successivement par chacun des nombres 



m — 2 
m 



2 , 3, 4 î 5, 6, 7, 8, 9, on voit immédiatement que lo 
est moindre que m ; il en est de même pour une valeur 



W— 2 



quelconque de m supérieure à 9^ puisque 10 "' est 
constamment moindre que 10 ; donc, quel que soit le de- 
gré m de la racine à extraire, on aura e < i . Il en résulte 
que pour extraire la racine m'*"" tTun nombre entier 
composé de n chiffres, auec une erreur moindre i/u une 
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unité y il suffit de prendre sur la gauche de ce nombre au 

moins chiffres, en remplaçant tous les autres par 

des zéros ^ puis d'extraire la racine m'^""' du nombre 
ainsi obtenu par excès, à moins d'une unité. Ainsi , par 
exemple , pour extraire la racine 1 2*^"^ d'un nombre de 
23 chiffres, avec une erreur moindre qu'une unité, il 
suffira de connaître ses deux premiers chiffres à gauche. 

IV. Trouver, av^ec une erreur moindre qu unmillimètre, 
1** le diamètre d'un cercle dont Vaire est un mètre carré ^ 
a** le diamètre d'une sphère dont le volume est un mètn* 
cube. 

Prenons le mètre pour unité de longueur, le mètre carré 
pour unité de surface, le mètre cube pour unité de 
volume, et désignons par x la mesure du diamètre 
demandé. • ' 

i". On détermine la valeur de x par l'égalité 



1 

4 



M 

7r^-=i, OU j:=I/— ; 



de sorte qu'il s'agira d'extraire à moins d^un millième la 
racine carrée du quotient de la division de 4 par tt ; or ce 
quotient est plus grand que Tunité, donc il suffit d'en 
obtenir une valeur approchée à moins d'un millième 
(II, cor.), c'est-à-dîre de calculer sa partie entière et ses 
trois premières décimales. La division abrégée de Fourrier 

donne immédiatement - = 1,278 etc., et en extrayant la 

racine carrée de 1,273 par excès à moins fTun millième, 
on a x = 1 ,129 avec une erreur moindre qu'un millième. 
2**. On détermine x par l'égalité 



^irj-rzri, OU jr=:4/-. 
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Le quotient - étant plus grand que l'unité, on détermine 

1* 

ses quatre premiers chiffres à gauche i, 9, o, 9 par la 
division abrégée de Fourrier, et en extrayant la racine 
cubique de i ,909 par excès à moins d'un millième , on 
aura x= i ,241 avec une erreur moindre qu'un millième. 
La solution de ces problèmes fait ressortir Tutilité de 
la dii^ision ordonnée de Fourrier combinée avec la règle 
donnée précédemment pour l'extraction des racines par 
approximation. 



IKHOKSTRATION DES THÉORÈMES DE M. STREBOR SUR LES 
HYPERBOLES ÉQUILATÉRES GONCENTRIQIES. 

r Voir t. VU, p. SU) et 8M : qnestiOM 176 et iw \ . 

Par m. Paul SERRET. • 



1 . Lemme L Si , dans Téquation d'une droite en coor- 
données polaires, û = — , on remplace p par 

^ ^ Sin w — a COS w i r r 

c' et fr) par aco, on obtient l'équation d'une hyperbole 

ëquilatère 

b 



0> 



?. sin w cos û) — a (cos' u — sin' w) 



ayant pour centre Torigine des coordonnées. Donc, dans 
ce qui suit, les hyperboles équilatères correspondantes à 
des droites données par la transformation indiquée, se- 
ront toutes concentriques, leur centre commun étant 
1 ori^ne même des coordonnées. 

(^ette remarque, qui nous conduira à des conséquences 
importantes, est due à M. Strebor qui en a fait le sujet 
dt' la question 190 (l. MI, p. 240). 
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2. Lemine II. Si une droite 

b 



(0 p = 



sin w — a cos w 



passe par le point (|0 = p', w = w'), l'hyperbole équila- 
tère correspondante 

b 

(,') 



sin 2 b) — a cos 2 &i 



passera par le point ( p' = Vp' j w = -- j • 

3. Lemme III. Si m droites se coupent au même point 
{^p = p\ oi)= w'), les /n hyperboles équilatères concen- 
triques correspondantes se couperont aussi au même point 

p = yjp^ , w = — I , lequel point sera le point corres- 






1 

pondant du point d'intersection des m droites. Evident 
d'après le lemme II. 

Cas particuliers. Si les m droites sont parallèles, les m 
hyperboles équilatères correspondantes auront mêmes 
asymptotes. 

4. Lemme IV. Si /// points sont sur une même droite, 
savoir : 

(p = Pi, w = w,),..., (p = p«, w = w,), 

les m points correspondants, savoir : 

sont sur une même hyperbole équilatère ayant pour centre 
l'origine des coordonnées, et correspondante à la droite 
des m points. 

Démonstration. Prenons Téquation de la droite, elle 
sera satisfaite par les coordonnées de chacun des m points^ 
prenons l'équation de l'hyperbole équilatère correspon- 
dante, elle sera satisfaite (lemme II ) par les coordonnées 
de chacun des m points correspondants. Donc, etc. 
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Remarifue, Dans ce qui précède, nous disons que le 
point (|0, o>) est le point correspondant du point [p'^ o/) 
si Ton a 

p = V'p , « = - • 

5. Lemme V. Le point corre5/70»d/iwf du point d'in- 
tersection de deux droites est le point d'intersection des 
deux hyperboles équilatères concentriques correspond 
dantes, 

6. Lemme VI. Si deux droites se coupent sous un 
angle A^ les hyperboles équilatères concentriques cor- 
respondantes se couperont sous le même angle A. 

Démonstration, Soient 



P = -: ) 

' sin» — a cosft) 



b 



/ 



sinw — a' cosw 



les équations de deux droites. Soit A Tangle des deux 
droites ; on aura 



a'^a 



tang A = 7' 

Les hyperboles équilatères correspondantes sont, en pas- 
sant aux coordonnées rectilignes, représentées par 

ay^-^-^xy — ax^ — ^=: o, a' y^ -h :Lxy — a! x^ — 6' = o. 

Soient ai, a, les coefficients angulaires des tangentes 
&UX deux courbes, à leur point commun d'intersection; 
on aura 

ax — y a'x^y 

x-^ay x-^- a'y 

Ann. de Uathémat. , t. VIII. (Juillet 1849.) ^^ 
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Si A' désigne Tangle des deuY tangentes, on aura 



a! X — y ax — y 



H-a,a2 (a' x— y) {ax — y) 

{x -+- a' y) {x H- ay) 

_ (j» 4- r ') [a' — g) _ g'— fl 
~~ (.r» H- j') (i + oû') "^ I + aa'' 

Donc tang A' = lang A ; donc A' = A. C.Q.F.D. 

Corollaires, i^. Si deux droites sont perpendiculaires, 
les deux hyperboles équilatères correspondantes se cou- 
pent orthogonalement : 

2**. Si une droite C divise dans un rapport quelconque 
Tangle de deux autres droites A et B, l'hyperbole équi- 
latère correspondante C divisera dans le même rapport 
Tangle des deux hyperboles équilatères correspondantes 

A', B'. 

7. Théorème 1. Étant donnée la base d'un triangle 
curviligne formé par trois arcs d*hyberboles équilatères 
concentriques, le lieu du sommet, lorsque l'angle fait 
par les deux côtés est comtant, est une ellipse de Cas- 
sini. (Strebor, question 176, t. VII, p. 45.) 

Démonstration, Prenons sur le plan de denx axes fixe^ 
rectangulaires un triangle rectiligne ABC dont )a bàde A6 
soit fixe et Tatigle au commet C soit constant. Le lieu dé- 
crit par le sommet C sera un cercle dont Téquation sera 

y^ -^ x^ -\- ay •+- bx -h c = o, en coordonnées rectiiignes , 
et 
( I ) p' + p (a sin 6) + ^ cos 6>] + <^ == o, «n coordonnées polaires. 

La transformation indiquée dans le lemme I nous donne, 
comme correspondant au triangle rectiligne ABC dont il 



( ^75 ) 
vient d'èlre parlé, un triangle curviligne A'B'(y formé 
d'arcs d'hyperboles équilatères ayant leur centre commun 
en O, origine des coordonnées-, la base curviligne A^B' de 
ce triangle étant fixe , et Tangle C au sommet constant 
(lemme VI). 

D'ailleurç [p = p^^ w = o)') étant les coordonnées du 
point C dans Tune de ses positions, les coordonnées du 
point correspondant G seront 



p^ =z sJV , w, = -- ) , 



d*où Ton tire 



p' = ,"l, w'= 2w, 



Or on a 

p'2 4- p' [a sin w' -f- b cosw') -+- c = o; 

donc , en remplaçant p', w' par leurs valeurs pj, aw, , 
(a) pî 4- p' (û sinîw, -H 6 co$2w,) -f- c = o; 

ou , en passant aux coordonnées rectilignes , 

(2') (r' -H X»)' -h aa.x^ ■+• b[a'^ — j-') -h c = O, 

équation générale d'une ellipse de Cassini rapportée à 
deux axes rectangulaires passant par son centre. Or l'é- 
quaiion {t!) représente le lieu décrit par le sommet C^ du 
triangle curviligne A' B'C considéré 5 donc ce lieu est une 
ellipse de Cassini . C.Q.F.D. 

Remarque, Dans le triangle rectiligne, l'enveloppe de 
la bissectrice de l'angle mobile C est un point situé sur la 
circonférence du cercle décrit par le point C5 de même, 
dans le triangle curviligne A'B'C, si Ton mène à chaque 
position du sommet G l'arc d'hyperbole équilatère ayant 
son centre en O (origine des coordonnées) qui divise en 

[8. 
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deux parties égales Tangle au sommet, l'enveloppe de 
Tare bissecteur sera un point situé sur l'ellipse de Cas- 
sini décrite par le sommet C. La même chose aurait lieu 
dans quelque rapport que Tare d'hyperbole divisât Tangle 
au sommet, pourvu que ce rapport fût consUnt. 

8. Corollaires, L'angle curviligne, inscy^it dans un 
segment déterminé d'une ellipse de Cassini et formé d'arcs 
d'hyperboles équilatères ayant leur centre commun au 
centVe de l'ellipse, est constant. 

Un triangle curviligne étant formé de trois arcs d'hy- 
perboles équilatères ayant leur centre commun en O : 

1°. Les trois arcs d'hyperboles équilatères ayant leur 
centre en O et menés par chaque sommet du triangle 
perpendiculairement au côté opposé, se coupent en uu 

même point; 

2°, Les trois arcs d'hyperboles équilatères ayant leur 
centre commun en O, et bissecteur des trois, angles du 
triangle, se coupent en un même point. (Strebor.) 

Les théorèmes énoncés ayant lieu pour le triangle rec- 
tiligne, ont lieu aussi pour le triangle curviligne en 
question, d'après les lemmes éublis. 

9. Théorème II. Dans tout polygone cun^iligne de m 
côtés formé d'arcs d'hyperboles équilatères concen- 
triques, la somme des angles du polygone est égale 
à autant de fois deux angles droits quil y a de côtés 

moins deux. 

Remarque. Toutefois, il y aura doute sur la manière 
d'estimer les angles du polygone curviligne. 

10. Théorème ïll.,Sipar un point quelconque d'une 
ellipse de Cassini, circonscrite à un triangle curviligne 
formé d^arcs.., ayant pour centre celui O de V ellipse y on 
mène des arcs d'hyp . . . perpendiculaires aux côtés du 
triangle inscrit y les trois points d'intersection seront sur 
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ime même hyperbole équilatère ayant son centre en O. 

Remarque . Le théorème que j'ai donné (t. VII, p. 214) 
sur le quadrilatère rectiligne inscrit à un cercle, donne 
un théorème correspondant sur le quadrilatère curviligne 
inscrit à une ellipse de Cassini. 

Le théorème sur les quatre points de rencontre des 
hauteurs dans les quatre triangles que Ton peut former 
avec les côtés d'un quadrilatère rectiligne^ en fournit un 
analogue sur le quadrilatère curviligne. 

Les théorèmes de Pascal et de Brianchou , et leurs con- 
séquences, donnent des propositions analogues pour les 
hexagones, les pentagones, les triangles curvilignes in- 
scrits ou circonscrits à l'ellipse de Cassini. Il en est de 
même d'un très-grand nombre d'autres théorèmes. Ainsi : 

Le théorème de M. Poncelet sur IVnveloppe des cordes 
d'un cercle vues d'un point de leur plan sous un angle 
droit ; 

Le théorème de M. Finck, question 154^ 

Le principe sur l'involution de Desargues, en n'intro- 
duisant dans l'énoncé que des rapports de sinus. 

Généralement , tout théorème de collinéation sur des 
lignes droites , dans l'énoncé duquel n'entre aucune re- 
lation entre des grandeurs métriques , mais seulement des 
constructions de droites d'après des données graphiques, 
les angles étant constants ou variables suivant une certaine 
loi, donnera toujours un théorème analogue pour le 
système curviligne, en remplaçant les droites par des 
hyperboles équilatères concentriques. 

Note, Les analogies qui existent entre le triangle rec- 
tiligne inscrit à un cercle, et le triangle curviligne inscrit 
dans une ellipse de Cassini , permettent de résoudre facile- 
ment la question suivante. 

Problème. Etant donnés le centre et trois points d'une 
ellipse de Cassini, construire géométriquement la tan- 
gente à la courbe en Pun quelconque de ses points. 



1 1 . Théorème IV . Etant données deux hyperboles équh 
latères conccntrU/ues ^ soient n/ii le diamètre commun 
aux deux courbes^ et mm^ la tangente commune : 

1°, Le demi-diamètre commun sera moyen géométrique 
entre les demi -diamètres aboutissant aux points de con- 
tact de la tangente commune (Sti*ebor) ; 

'2^. Les diamètres aboutissant aux points de contact de 
la tangente commune seront également inclinés sur le 
diamètre commun ; 

3^. Les deux extrémités du diamètre commun et les 
deux points de contact de la tangente commune seront les 
sommets d'un quadrilatère inscriptible. 

Ces divers énoncés, y compris celui de M. Strebor, se 
démontrent facilement par la géométrie. 

12. Théorèmb V . Étant tracés un demi-^ercle et le dia- 
niètre qui le termine , on inscrit dans la figure résultante 
un système de deux cercles tangents entre eux : 

1°. Le point de contact des deux cercles inscrits 
décrira un arc de cercle (théorème connu) \ 

1^ . La droite qui joint les centres des deux cercles aura 
pour enveloppe un arc de cercle. 

13. Théorème VI. Étant données deux ellipses konuh 
Jocales y si , par les deux extrémités d'un diamètre quel- 
conque de V ellipse extérieure, on mène des tangentes à 
V ellipse intérieure , la somme des longueurs interceptées 
sur chaque tangente de l*extrémité du diamètre à leur 
point de commune intersection sera constante. Pour 
deux hyperboles homofocales la différence serait con- 
stante. 

14. Théorème VII. Soit un triangle variable ABC dont 
les trois côtés pis^otent autour de trois points fixes si- 
tués en ligne droite^ si les deux sommets A, B sont 
constamment sur une même conique y le sommet libre C 
décrira lui-même une conique. 
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15. Thëorème corrélatif par les polaires réciproques. 
Note, Tous ces théorèmes découlent des méthodes 
métamorphiques. [Koin, V, p. 5oa.) Tm. 



NOTE SUR LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX POINTS 
SITUÉS SUR LA SURFACE DE LA SPHÈRE^ 

Par m. L. THOMAS, 

Professeur de mathématiques. 



Dans les éléments, pour prouver que, de toutes les 
lignes tracées sur la surface d'une sphère et terminées aux 
deux mêmes points, la plus courte est Tare de grand cercle 
qui joint ces deux points; on regarde comme évident 
qu^entre les deux points donnés, il y a toujours une ligne 
moindre que toutes les autres, et Ton démontre ensuite 
qu'on peut trouver une ligne plus courte que toute ligne 
qui diffère de l'arc de grand cercle. Le postula tum n'est 
pas admissible dans toute sa généralité, puisque, pour 
unir les deux extrémités d'un même diamètre, il n'y a 
aucune ligne moindre que toutes les autres , il y en a une 
infinité d'également courtes. De plus, le mode de dé- 
monstration employé ne pouvant s'appliquer à l'arc de 
grand cercle, pour être logique, il faudrait, avant de con- 
clure , faire voir que, par aucun autre tour de démonstra- 
tion, on ne parviendra à prouver que Parc de grand 
cercle n'admet pas de ligne plus courte que lui-même. 

Il y a de ce théorème une démonstration directe , plus 
simple et qui me semble très-rigoureuse; la voici : 

Soient AMB {fig* i5, PL II) l'arc de grand cercle 
f'i AFIB une autre ligne quelconque terminée aux deux 
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mêmes points A et B sur la surface d'une sphère donnée^ 
il s'agit de prouver que la longueur de Tare AMB est 
moindi^ que la longueur de la ligne AFIB. 

Soient C, D, £ des points de cette dernière; joignons- 
les entre eux, et aux points A et B par les arcs des grands 
cercles AC, CD, DE, EB, et tirons, en outre , les arcs de 
grands cercles AD, AE. Les triangles sphériques ABE, 
AED, ADC, donnent les inégalités 

arc AMB<AE-+-BE, 
AE < AIT -h DE , 
AD < DC -h AC. 

Additionnons -les membi'e à membre et supprimons les 
termes communs aux deux membres du résultat ; il vient 

AMB < BK 4- DE 4- DC 4- AC. 

La conclusion est la même , quelque nombreux et rap- 
prochés que soient les points A , C , D, E, B choisis sur la 
ligne AFIB; donc elle a encore lieu à la limite, lorsque 
les points sont infiniment nombreux et infiniment rap- 
prochés. Or la limite de la somme des arcs de grands 
cercles, BK, DE, DC, etc., est alors la même que la 
limite de la somme de leurs cordes, c'est-à-dire que la 
limite vers laquelle tend la somme des côtés d'un polygone 
inscrit dans la courbe AFIB; mais, par définition, cette 
dernière limite est la longueur de l'arc de courbe AFIB. 
Donc, etc. 

Note, AB étant une ligne tracée sur une surface quel- 
conque, si , par tous les points de cette ligne, on mène des 
plans tangents k la surface, on obtient une surface déve- 
loppable ; si, en développant cette surface , la ligne AB de- 
vient une droite , alors cette ligne est évidemment géodë- 
sique; caractère qui sur la sphère n'appartient qu'aux 
grands rercles. 11 est vrai que ce genre de considéra- 
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lions ne peut être présenté aux élèves lorsqu'ils ne font 
qu'aborder la sphère \ mais il est utile de les en instruire 
le plus tôt possible. L'occasion de généraliser ne doit ja- 
mais être négligée^ car l'esprit de la science consiste dans 
la généralisation, qui agrandit et facilite tout. Tm. 



«IJESTION D EXAMEN SUR LES DIAMÈTRES 

(Voir p. «84). 



1 . Le mot diamètre a plusieurs sens j dans ce qui suit, 
on appelle fiîamètre une droite qui partage eu deux par- 
ties égales un système de cordes parallèles. 

S. Théorème. Une ligne plane qui a deux diamètres 
a nécessairement un troisième diamètre { fig. 1 2 , PI. II ). 

Démonstration. Soient OY, OX les deux diamètres 
(^fig* 12), et soient M, N deux points de la ligne don- 
née. Au point M correspondent les deux points M 1 , M , ; 
de même, Ni et Nt sont les points correspondants de N 
par rapport aux deux diamètres. Prenons les points R , S, 
correspondants de Mi et Ni relativement au diamètre OY. 
Les points I, L, milieux des cordes NNi, MMi, ont leurs 
correspondants, par rapport au diamètre OY, en F et eu 
G, milieux des cordes M,R, NjS^ donc, comme les trois 
points G, F, O sont évidemment en ligne droite , OFG 
coupe en parties égales le système de cordes parallèles 
M,R, NjS. Donc OFG est un troisième diamètre. 

C.Q.F.D. 

3. A l'aide de ce troisième diamètre et de l'un des deux 
diamètres donnés, on peut en trouver un quatrième, et 
ainsi de suite, jusqu'à ce qu^on rencontre un diamètre 
déjà trouvé 5 ce qui peut arriver dès le troisième diamètre. 



I 
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Observation, Cette démonstration simple a été donnée 
par M. le professeur Choquet, dans son Cours à l'Institution 
Mayer. Notre savant collaborateur, M. Breton (de Champs), 
a bien voulu nous promettre un travail complet sur ce 
genre de diamètres rectilignes et curvilignes. Euler n'a 
traité que des diamètres coupant les cordes à angle droit. 



NOTE SUR L'ANGLE DROIT CIRCONSCRIT A DEIX CONIftlIES. 



I. Ar' -h Bxy -h Cx' H- D/ + Ex -H F = o, 
A>' 4- B'x/ 4- C'x' -h D'^ 4- E'x 4- F' = o, 

équations de deux coniques, axes rectangulaires; 

y ^ ex 4-/" = o , tangente à la première conique, 
^4-^x4- y = o, tangente à la deuxième conique . 

Posons 

P = mx* — 2^x 4- /, P' = fi^' — 2tr'^ 4- a', 

Qrzz Ajr^ k'x 4- w — /wx/, Q' = vy 4- ir'x 4- v — fixr, 
R =:iw/»— 2XV4-^, R'=r jxx» — 2irx4->, 

L = AE» — BDE 4- CD' 4- F(B» — 4 AC) , 

//E dD dC r/A 

dL dh 

les lettres grecques sont relatives à la seconde conique. 

Représentons par x ety les coordonnées du point d in- 
tersection des deux tangentes; on a les deux équations de 
condition qui établissent le contact 



, ,, . Ptf'— 2Q<r 4-R =o, 

■ ^ ^ ^ R'^'» — 2Q'<î'4-P' = o. 
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l.es tangentes formant un angle droit, on a 

^•e' 4- I = o; 

donc la dernière équation devient 

(2) P'tf» H- 2 Q'ff -I- R' = o. 

Eliminant e, on obtient 

(3) (RP' — PR')' -h 4 (RQ' 4- QR') (PQ' -h QP') = o. 

Le terme le plus élevé de Téquation est iw'/ijl* [y'^ -f- x')* 5 
donc si Téquation n'a pas de facteur rationnel , le lieu 
géométrique du point d'intersection est toujours du hui- 
tième degré, à moi os que Tune des coniques ne soit unç 
parabole ; car alors m ou /x est nul , et Téquation n'est plus 
que du sixième degré. Si les deux coniques sont des para- 
boles, l'équation s'abaisse au quatrième degré. Si Téqua- 
tion a un facteur rationnel du deuxième degré , il doit être 
de la forme A [y^ -4- x*) H- etc.; donc le lieu géométrique 
n'admet d'autres coniques que le cercle. 

Lorsque les deux coniques se confondent, on a 

P' = R, Q' = Q, R'=P, 
et Téquation (3) devient 

(R -h P)» [(R — P)' -h 4QT =r o ; 

d'où 

R -f- P = o, 

équation du cercle : théorème déjà connu de Pappus. 

Eliminant e entre les deux équations (i) et (3), on 
obtient 

<?>(PQ' H- FQ' 4- RQ' -f- R'Q = o. 
Si Ton a l'identité 

PQ'4-P'Q = RQ'-+-R'Q, 
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alors le lieu a pour équatîoD 

PQ -hFQ^o; 

ridentitë doune celle-ci , 

Q'(P — R} = Q(R'— P . 

Pour qu'elle subsiste, il faut que A, h\ ?r, Tt\ /t, v de- 

viennent nuls, et que = » c'est-à-dire il faut 

que les deux coniques soient homofocales , et le lieu 
devient 

équation d'un cercle concentrique aux coniques. 

L'équation RP' — PR' = o amène au même résultat; 
de même, RQ' -h QR' = o. 



INTERSECTION DE DEIX CERCLES. 

Relalioi eitre la distaice des eeilres , la carde coniie et les ciakrf 
segaeits de la ligie des ceitres. Aire dn triaigle ; 

Pa» m. G.-J. DOSTOR, 

Docteur es sciences mathématiques. 



Théorème I. Lorsque deux cercles se coupent, les 
droites qui joignent les extrémités d'un diamètre de la 
ligne des centres à un point d'intersection, sont coupées 
par la seconde circonférence en segments, comptés à 
paitir de ce diamètre, proportionnels entre eux, et dans 
le rapport de ce diamètre et de la double distance des 
centres (fig. 1 6 , PI . II ) . 

Démonstration . 

FX : EG :: FC : fh :: ef : 2 ab. 
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Eii eH'et, Tangle ECF étant droit, son adjacent GCM 
Test aussi', et la droite GH passe par le centre 6. 

Cela étant , du centre B menons sur la corde CH la per- 
pendiculaire BO. 

Les deux triangles rectangles CEF, 6FO sont sem- 
blables et donnent la proportion 

EC : BO :: FC : FO :: ef : bf; 

d'où 

EC : EB-haBO :: FC: FC-I-2FO :: ef : EF-f- aBF. 



Or 



EC -h 2BO = EC H- CG = EG , 
FC 4- 2FO = CO H- FO = FH, 
EF-h aBF = 2AF -f- 2BF = 2AB; 



donc 



EC : EG :: FC : fh :: ef : 2AB. 

On a de même 

KC : KM :: LC : ln :: kl : 2AB. 

Comllaù^e, lia comparaison des deux dernières pro- 
portions donne 

ec kc fc lc 
êg'km-'fh-ln'-^^""^ ^" ::ac:bc. 

Théorème IL Lorsque deux cercles se coupent, le pro^ 
duit de la distance des centres, par la corde commune, 
est égal à la racine carrée du produit des quatre seg- 
ments de la ligne des centres. 

Eln effet, de la similitude des deux triangles CEE, CFI, 
on tire 

EF : EC :: aCF : 2CI, 

d'où 

EF'.Cd' — fc\4GF*; 
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maïs on a , par le théorème précédent, 

aAB.£G = £G.EF, • 

2AB.FC=:FH.EF. 

Multipliant ces trois égalités membre à membre ^ et sim- 
plifiant, on obtient 

Âb\cd' = EC.EG.FC.FH. 
Or 

EC.EG = EK.EL, FC.FH = FL.FK; 

donc 

AB.CD = Vî^K.EL.FK.FL. 

Corollaire. Posons 

AB = <ï, AC = ^, BC = r, 
nous aurons 

EK = AB H- AE -4- BK = fl -4- ^ -h c, 
EL = EA 4- AB — BL = ^ -4- tf — f , 

FK=: AB H- BK — AF = û 4- c — *, 
FL = AF -4- BF — AB == 6 -h r — éj; 

et puisque 



AB X CD = 4. ^^^521^ = 4 ABC, 



il viendra 



ABC = j ^(fl -4- 6 -f- c) [a-^b — c){a-^c^ b)[b'JfC — a), 
pour Vaire du triangle ABC en ^valeur de ses côtés. 



THÉORÈMES SDR LES POLAIRES; 

Par m. Casimir FOUCAULT, 
Élève de Tinstitution Barbet. 



Théorème L Si du centre d'une ellipse ou d'une Ayper- 
bole on abaisse une perpendiculaire sur la polaire d'un 
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point situé dans le pian de ta courte , le rectangle con- 
struit suK cette perpendiculaire et le diamètre conjugué 
parallèle à la polaire pris dans une courbe semblable 
concentrique à la première, passant parce point donnée 
est constamment éçuii^alent au rectangle des demi-aa:es 
de la première courbe. 

Considérons une ellipse -, soient P le point donné et ST 
la polaire du point P. Supposons que dans l'ellipse sem- 
blable, concentrique à ÂÂ^BB, et passant par le point 
P, OH soit le conjugué de OP. ON étant perpendiculaire 
à la polaire ST, il s^agit de démontrer que 

OH X ON = constante = ab. 

En effet , nous représenterons le rapport de similitude 
parK.OH=fc'K. 

Les deux triangles semblables ONS et OPQ donnent 

ON : PQ :: os : OP, 

ou 

ON : û'Ksinô :: os ; a'KI. 

On a 



Ov'=OPxOS, ou /t" = 


rû'K.OS; 


4e U 




S0 = ^, 




et , par suite , 




0»="^"'. 




Donc 




OH X ON ~ û'^ sin© = ab. 


C Q.F. D. 



Théorème IL On démontre facilement que le triangle 
formé en joignant le pôle aux points d'intersection de la 
polaire est constant lorsque le pôle se meut sur une 
courbe semblable et concentrique à la première. 

Théorème III . Le triangle formé en joignant les 
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points de contact au centre est aussi constant. On obtient 
donc un quadrilatère de surface constante qui se décom- 
pose enjoignant le centre au pâle en deux triangles équi- 
%falents et de surface constante. 



«UBSTION D'EXAMEN SUR LES ASYMPTOTES 

(Voir t. VIII, p. lOï^. 



Théorème. Une courbe algébrique qui a un diamètre 
et une asymptote a encore une seconde asymptote. 

Démonstration, Prenons le diamètre pour axe des x 
et une droite non parallèle à Tasymptote donnée pour 
axe des y ; l'équation de la courbe ne renfermera que 
des puissances paires de jr. Soit m le degré de cette équa- 
tion et P,„ la somme des termes de ce degré -, cette somme 
contient nécessairement des termes en jr^ puisqu'il existe 
au moins une asymptote non parallèle à Taxe des y. 

Faisant - = z^on obtient P,„ = T"'f[z) 5 posant /(-g) = 0, 

on obtient les directions des asymptotes. Or l'équation 
en z est de degré pair et a une racine réelle , par consé- 
quent elle a une seconde racine réelle. Donc, etc. Cette 
seconde asymptote est sujette à la discussion connue.* 

SECONBE DÉMONSTRATION DON THÉORÈME SU LES 

ASYMPTOTES 

(Voir t. VI» p. «17. Sarret). 



1^. Lorsqu'une ligne s'arrête en un point, sans conti- 
nuer et sans rebrousser, ce point est appelé point d'arrêt. 

Ainsi dans y =:tf* ^ y = j?/t, l'origine est un. poitit 
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(Varrét. On ne peut ri»ii contrer ces points ([ue dans les 
lignes transcendantes (*). Dans les courbes algébriques, 
chaque point d'une branche divise cette branche en deux 
parties , et la tangente en ce point est à la fois tangente 
à chacune de ces parties. Cela a même lieu lorsque le 
point de contact est à Tinflni : c'est Tobjet du théorème 
suivant. 

2°. Théorème. Une asymptote est toujours tangente 
à deux parties de la courbe. 

Démonstration, Cherchons la polaire réciproque de la 
courbe par rapport à une conique à centre tracée dans 
son plan. Le pôle P de Tasymptote est sur le diamètre 
conjugué à cette asymptote, et ce diamètre est la polaire 
du point de contact situé à Tinfini. Donc ce diamètre 
tpuche la polaire réciproque au point P; mais la polaire 
réciproque étant algébrique, le point P n est pas un point 
d'arrêt 5 donc le diamètre touche deux parties de la po- 
laire réciproque : par conséquent l'asymptote touche aussi 
deux parties correspondantes de la courbe. 



f ) On lit dans le Traité de Calcul différentiel de M. l'abbé Moigno que 

U ligiic dont Téquation cst^ — 7rf ^^^^ ^*^"* points d'arrète situés sur 
l'axe des y de pari et d'autre de l'oricinc et à l'unité de distance (Tomel, 
page 'ioc)\ on Suppose que ^x* n'a qu*une seule valeur. 



Ànn, de Mathémal., t. VUI. (Atût 1849.) * ^9 
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SliR LE THÉORÈME DES POLAIRES A DEUX CERCLES. 

P est 01 poiit qieleooqie pris dais le plan de deni cercles doués; P' esllr 
point d'intersection des denx polaires de P relativeieit an deu cercles; 
P et P^ sont dits points réciproques : prouver que Taxe radical passe pir 
le nilien de la droite PP' 

(Voir p. 1*2 J; 

Par m. GEISTIL, 

CheC d'institution, ancion flève do rÉcult» Polyloclmique. 



A l'aide du principe suivant, démontré par M. Poii- 
cclet, n" 78, du Traité fies propn'éfcs pràjcclwes des 
figures , ce théorème devient évident. 

(t Tous les milieux des cordes de contact qui correspon- 
dent à un même point quelconque du plan d'une suite do 
cercles , ayant une sécante commune (réelle ou idéale), 
sont distribués sur une nouvelle circonférence, coupant 
orthogonalement toutes les premières» (et j'ajoute : pas- 
sant par ce point). 

Dans le théorème, PP' est un diamètre d'un cercle cou- 
pant orthogonalement les deux cercles donnés, qui a, par 
conséquent, son centre sur Taxe radical. Donc, etc. 

Je crois qu'il est utile de propager des principes conimo 
ceux de M. Poncelet. 

Remarque. Si, au lieu de deux cercles, on considère 
une suite de cercles ayant une corde commune, le point P 
a toujours la même réciproque P' par rapport à deux quel- 
conques de ces cercles. 

Note. i^. Soit Aj*4-Bx/-hCx'-hD;M"E;r-|-F = o; 
tous les coefficients sont constants, excepté H; toutes ces 
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coniques passent par les mêmes quatre points. Soient 
x% y^ les coordonnées d'un point pris dans le plan des 
coniques, et a:, y les coordonnées d'un point polairement 
conjugué, on a 



où 

F = Ky''' -I- Br'>-' -+- CLc'^ -f- Dr' + Ex' + F. 

Pour avoir le lieu du point (a:, y)^ il faut éliminer B 
entre les deux équations (i). B monte au troisième degré 
dans le terme wF'; mais en éliminant F', on obtient 
Téquation 

où B ne monte qu'au second degré. On en déduit 



?i) y»"» 9» sont des fonctions linéaires en a: et j^; et 

Bf H-^^a . 

^1, ^, sont des fonctions du second ordre en x et y. 
Substituant B' et B* dans les équations (1), on obtient 

B P. 4- P, = o ; BQ, + Q, = o ; 

P,, Pt, Q15 Q« étant des fonctions en Jc, y du troisième 
degré. Éliminant B, on a une équation du sixième degré 
en X et y, et qui représente le lieu cherché. 

2^. Soit y' -H j:* -h Dj -f- Ex = o Téquation d'un 
cercle; D est constant et E est variable; tous ces cercles 
ont deux points en commun. Un calcul facile montre 
que le lieu est un cercle. 

y .Parabole. (j-hCa:)*-h/y -t-^C'x = o-, r et 5 sont 
constants et C est variable; toutes ces paraboles ont trois 

19- 
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I 

y —— 1 

poiiils (*ii commun. li'équalion (9.) donne C = — ■=— — 4: 

substituant clans Tune quelconque des équations (1), ou 
parvient à une ligne du troisième ordre. 



OlIBSTiON SVR LA THlORIE DES FRACTIONS GONTINVES 

Par m. J.-H. VINCENT, 

Professeur au lycée Monge. 



Soit— une fraction irréductible: les deux termes de 
n 

la fraction -— auront h pour commun diviseur le plus 

grand, c'est-à-dire* que l'opération du plus grand com- 
mun diviseur donnei'a, dans une des divisions successives, 
k pour diviseur et zéro pour reste. D'où il résulte que. 
si Ton repjrésente par a un nombre très-petit par rapport 

à i, la fraction — sera l'une des réduites de la fraction 

km 



An 

m 

Ne s'ensuit-il pas que la division partielle qui donnera 
cette réduite donnera en même temps a pour reste, puis- 
qu'on faisant a = o, on reproduirait la réduite? 

Réponse : Non. 

En effet, supposons la réduite — précédée de ces deux 



n 



/w' m'' 



autres -y» —77» on aura 
n n. 

m = m^q 4- m ", // = n' q -f //" ; 
d'où 



m mq-\--m 
fi n'q -\-n' 



ff 
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Pour reproduire — ; , il suffit de leiiir compte du 

reste correspondant à {/ ; soient /• ce reste et d le diviseur : 
on aura 



'■h^) 



m'r 
fu I // H- ~ I H- ni m 



Am-^a, \' d] d 



kn l r\ „ n' r 

OU plutôt 

. .n r\ I , mn \ 



Arn -\- OL nid -f- w' 
kn nd -h n' r 



ce qui fait voir, d^abord, que 



k z=d -{ 



Ensuite, quant à la quantité 



, mn 

m — 



n 
elle se traiisioriuc en 

////i' -^ mn' , 1 



donc 



n- n 



km 4- ^ ^ 



kn kn 



lonc 



r 
n 



d'où 



r r= "T- /la. 



Soit pour exemple, 

m -8, // ~ 5, X - 6oo , a „ 3 ; 



d'où 
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km -h a 5283 8 . 660 -I- 3 



kn 



33oo 



5.660 



On trouve, en opérant, 





I 


I 


I 


1 


i5 
65i 


528S 

.983 


33oo 
i3i7 


1983 

666 

• 


i3i7 
65 1 


666 
i5 


65i 




I 
1 


2 
I 


3 

2 


5 
3 


8 
5 



d'où 

//=:65l, 

Vérification : 
^('+^)-^\ _ 8.65. 



= i5, m' = 5, /i' = 3. 



4- 5.i5 



8(65i-+- 



3.i5\ i5 



5.65i H- 3. i5 



(' 



5(65i 



3.i5\ 



_ 8(65iH-9)-4-3 _- 8.66o-h3 
~ 5(65i-+-9) T 5.660 



Note, Le célèbre Sauveur ( J) [*] est le premier qui ail 
donné une base scientifique à Taeoustique musicale^ et ce 
qu'il y a de fort singulier, c'est que ce physicien avait la 
voix fausse et Foreille fausse. On dit même qu'il était sourd. 
Aussi s'est-il appliqué à transporter l'appréciation des 
sons, de l'oreille à l'œil, en permettant de compter à vue 
le nombre absolu de vibrations des corps sonores. Sa dé- 
couverte fondamentale peut s'énoncer ainsi : Deux corps 
sonores faisant entendre simultanément deux sons cor- 



[ '] Ne en ifi.Vi, à la Flèche, mort en i7i(>. 



( ^95) 

rcspondants à des nombres entiers u et u^ de vibrations 
dans le même temps t'^k étant le plus grand commun divi- 
seur de II et m', il se produit un troisième son correspon- 
dant à un nombre k de vibrations pendant le même temps t. 
C'est à tort qu'on attribue cette expérience à Tarlinî, qui 
n'a fait que la reproduire, peut-être sans la connaître. Il 
s'ensuit que, connaissant ce nombre A* et le rappon rela- 
tif m : n des deux sons, les nombres absolus des vibra- 
tions des deux corps pendant le temps t sont km et hn. 
Cette méthode d'évaluer les nombres absolus de vibra- 
tions, due h Sauveur, a été perfectionnée, il y a une quin- 
zaine d'années, par un nommé Scheibel, manufacturier 
de soieries à Crevelt, en Prusse. M. le professeur Vin- 
cent, connu du public géomètre et dans le monde savant 
par d'importants -travaux sur la musique grecque, s'est 
proposé d'éclaircir par des considérations théoriques 
la méthode de Scheibel , et il a été amené à résoudre 
quelques questions sur les fractions continues : celle que 
l'on vient de lire, et encore une autre, proposée dans les 
Nous^elles Annales, et résolue par M. Vachette (t. VII, 
p. i3). Pour mieux se préparer à comprendre le Mémoire 
de Térudit professeur, on fera bien de lire dans la Bio- 
graphie lJnn*erselle les articles Sauveur et Tautini, tous 
les deux dus à Prony. 



THÉORÈME DE GOLLliVÉATION SIR LE TRIANGLE RECTILIGNE ; 

Par m. F^lix LAROCHE. 

4. Théorème. (Fig. 14, Pf» II') Soient A, Ai, Ai 
les sommets d'un triangle et O un point dans le plan du 
triangle ; en O, on clcy^a à OA une perpendiculaire qui va 
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rencontrer le côté opposé A^A^ enB; on détermine d'une 
manière analogue B, sur A Ai et B, sur A Ai; les trois 
points B, Bi, Bg so7it en ligne droite. 

Démonstration. Désignons par p, p,, p, les lignes OA. 
OA„OA,; 

Par â, â,, J, les lignes OB, OB, , OB,; 

Par p, p,, pi les perpendiculaires abaissées de sur 
les côtés opposés aux sommets A , Ai, A^. 

Dans les deux triangles AOBj , BOA, , les angles AOB, , 
BOA, sont supplémentaires comme ayant les côtés perpen- 
diculaires; ce qui donne 

AB2./73 pS-j 



On trouve de mùme , 



BA,./; 


p.,§ 


AiH.p 
h^A.p 


p,(î 
po, 


A3BI .pi 
HiAi.p-, 


<> 

p2^t 
p, (î, 



d'où 



AB}. A|B. A3B1 = BA}. B| A.B3 A, ; 



donc , par le théorème sur lés segments , les trois points 
B, Bi, B, sont en ligne droite. 

Note, Dans le plan du triangle AAt A,, traçons une 
ellipse; par le point O, menons une droite conjuguée 
de OAi relativement à la jconique, et qui rencontre en B 
le côté Al A,. Déterminons de même les points B], B, sur 
les côtés AA, , AAi : d'après la méthode des projections 
symétriques, les trois points B, Bj, B, seront en ligne 
droite. 

Le théorème de colJinéatioii existe-il pour une conique 
quelconque? Existe-t-il sur la sphère? 
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SOLITION DE U OVBSTION 103, SUR LES PARABOLES 

ROMOFOCALES; 

Par m. Félix LAROCHE, 

Elève du Ijcée de Versailles. 



1 . Lemnie, On a trois tangentes à la parabole et qui se 
coupent deux à deux. Si Ton circonscrit un cercle an 
triangle ainsi formé , il passera par le foyer. 

Réciproquement, si quatre points sont sur une circon- 
férence, on ppurra considérer trois d'entre eux comme 
les sommets d'un triangle formé par trois tangentes à une 
parabole; parabole dont le foyer sera le quatrième point. 

2. Lemme, Quand un triangle est inscrit (ians une cir- 
conférence, si d'un point de la circonférence on abaissr 
des perpendiculaires sur les trois côtés, les trois pieds de 
ces perpendiculaires seront en ligne droite. 

Réciproquement, si l'on a trois points en ligne droite 
et un point extérieur, on pourra les considérer comme les 
pieds de trois perpendiculaires abaissées du point exté- 
rieur sur les trois côtés d'un triangle inscrit dans un 
cercle qui passe par le point extérieur. 

Donc ce point extérieur pourra ôtre considéré comme 
le foyer d'une parabole à laquelle seraient tangentes les 
trois côtés de ce triangle. 

3. Théorème. On a trois paraboles homofocales dont 
chacune est tangente à deux côtés d!un triangle^ on mène 
à chacune d'elles une tangente perpendiculaire au côté 
quelle ne touche pas y faire voir que les trois lignes ainsi 
obtenues sont tangentes à une quatrième parabole homo- 

focale aux trois autres, (Strebor.) 
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Démonstration, Soient ABC {fig^ i3, PL 11)^ un 
triangle , O le foyer commun aux paraboles. Une des para- 
boles sera tangente aux côtés c et & ; nous connaissons les 
pieds P" et P'des perpendiculaires abaissées du foyer sur 
ces deux^ tangentes , et, par conséquent , la droite F'F, 
lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur 
les tangentes. 

Concevons la tangente perpendiculaire à a ; si du point 
O on abaisse une perpendiculaire sur cette tangente, elle 
sera parallèle à a. Donc le pied de cette perpendiculaire 
se trouvera en m' à la rencontre de F'P' avec une paral- 
lèle à a menée par le point O. 

En raisonnant de la même manière pour les autres 
côtés, nous obtiendrons les points analogues m et m", et 
le problème revient à démontrer que les trois points m, 
m', m'' sont en ligne droite (voirp. ^gS). 



THÉORÈME DE MŒBIUS. SUR LA CONIQUE DÉTERMINÉE PAR 

CINQ POINTS SUR UN PLAN 

(Voir l. vil, p. 106 01 177); 

Par m. LEMOINE, 

Professeur à Nantes. 



Quelque simple que soit la solution donnée par M. Jules 
J^cseurrc (t. VII, p. 177), la suivante, je crois, lesi 
encore plus. 

Soient F = o, Fi = o lesf équations des deux paraboles. 
L'équation générale de toutes les coniques qui passent par 
les mêmes points sera 

F4-'aF, =0. 
Dans le polynôme F comme dans le polynôme F| les 
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termes du second degré, les axes étant d^ailleurs quel- 
conques, doivent former un carré parfait, on aura F>o 
pour tout point extérieur à la première parabole , et F <^ o 
pour tout point intérieur. Il en sera de même à Fégard 
de la seconde. Désignons par a et |3 les coordonnées du 
cinquième point, le coefficient X sera déterminé par la 
condition 

d'où 

~ F.(«.P)' 

En sorte que X sera négatif si le cinquième point est à la 
fois intérieur ou extérieur aux deux paraboles, et il sera 
positif dans le cas contraire. Or 

F = {ajr -h bxy -h cjr -h dx -h f^=. o, 

F. = (éi> + 6'4P)'4-c>-+-rf'j--f-/'=:0; 
d'où 

F -+- XF. = {ay H- bxf H- X«r 4- h'xf 
-h (r -h >cV 4- (rf + Xr/' ) X +/-+- >/' 
~ (a» 4- fl'n) j' -h 7,[ah -f- a' h'\)xy 4- (6' 4- h"'\)x'' 4- . .- 

Il s'ensuit 

^(B' — 4AC) = (a^>4-«'^''X}' — («»4-fl"^)(^^4-/»"X) 

La conique sera donc une hyperbole si X est négatif, et 
une ellipse si X est positif. Le théorème est démontré. 
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QUESTIONS D'EXAMEN D'ADMISSION A L'ECOLE 
POLYTECHNIQUE EN 1848 

(Voir p. MO ). 



5i . On donne un cercle et une corde AB dans ce cercle, 
du centre C on mène un rayon CD qui coupe la coitlc ou 
son prolongement en P. Trouver le lieu des points M mi- 
lieux des segments FD \ donner à priori la tangente en A 
et en B (^voir t. VI , p. 202). 

52. Etant données quatre droites dans l'espace , déter- 
miner le plan sur lequel leurs projections formeraient un 
parallélogramme. 

53. Lieu des centres des cercles circonscrits ^ux trian- 
gles rectangles formés en menant d'un point donné M do 
sécantes à un angle droit YOX (évidemment une conique). 

54. De tous les segments appartenant à une même sphère 
et ayant même hauteur, quel est le maximum? { Foir 1. 1. 
Cirodde, et t. V, p. SSy.) 

55. De toutes les zones de même surface et à une seule 
base, quelle est celle qui donne le plus grand segmeni 
sphérique. 

56. Le côté du décagone régulier est égal à la hauleui 
du cône ayant son sommet au centre de la sphère, ci 
équivalent au segment sphérique de même base. 

57. Trouver la surface du triangle, en la considérani 

comme limite de rectancles dont la hauteur serait le - do 

celle du triangle; trouver le volume de la pyramide, du 
cône et de la sphère, en les considérant comme limites dr 

cylindres dont la hauteur est le - de celle de la pyramide 

ou de relie du cône , ou du rayon (tfoir t. V, p. -348). 
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58. Par le foyer d'une ellipse on mène Iroîs rayons 
vecteurs formant deux à deux un angle de 1 20 degrés ; 

démontrer que - 4- ^ -I- ^77 = constante (voir t. VI , 

R xv R 

p. 162). 

59. Trois mobiles parlent des points A ^ B, C avec des 
vitesses /*, r', r''^ à quel moment un des trois sera-t-il a 
égale distance des deux autres? [Voir t. VI, p. 4oi-) 

60. Démon ii*er que 

III I /? -h 1 



I 1.3 3.5 ' (2/2 -h i) (2/7 4- 3) 2 «4- 3 

(Si c'est vrai pour n, c'est vrai aussi pour « -f- 1 .) 

61 . "On donne, par leurs projections, une droite et un 
point sur cette droite*, on propose de déterminer une 
deuxième droite telle, que la première, tournant autour 
de la seconde , puisse devenir parallèle à la ligne de terre. 

62. Si deux arp s tendent vers zéro , la limite de leur 
rapport est celui de leurs cordes. 

63. Rayon de la sphère sur laquelle un triangle sphé- 
rique dont les angles sont A = 60^, B = 1 20'% C = 48" 
a 3 mètres carrés de surface. 

64. Déterminer, s'il y a lieu , une hyperbole équilatère 
dont on donne une tangente et une asymptote. (Equation, 
j3ay -f- 13' cos'yx' 4- 4l^^ cosyx •+- X" = o-, axes, asymp- 
tote et tangente.) 

65. Equation de la courbe qui coupe en moyenne et 
extrême raison toutes les cordes parallèles d'une parabole 
donnée [voir t. VI, p. 28). 

66. x^ — 2.rcosa-H- I = 05 x'" — 2j:'*'^cos(/7a) -1-1=05 
toute solution de la première équation est-elle solution 
de la seconde? [Voir t. II, p. 5, et t. IV, p. 57.) 

67. En chaque point d'un petit cercle d'une sphère on 
lui mène un grand cercle tangent, à partir du point de 
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coiUacl M, on prend sur ce grand cercle un arc MP=90^-, 
trouver le lieu du point P (voir t. VII, p. iSa). 

68. Deux grandeurs qui n'ont pas de commune mesure 
peuvent-elles avoir un commun multiple? 

69. D'un point d'une circonférence, avec un ravon 
égal au côté du^arré inscrit, on décrit une circonférence; 
évaluer la surface comprise entre les deux circonférences. 

70. Un solide renfermé entie deux parallélogrammes 
est-il unparallélipipèdc? 

71. Etant donné un point dans Tespace, déterminer 
un plan tel , que la somme algébrique des distances des 
points à ce plan soit minimum. (Plan passant par le 
centre de gravité.) 

72. Lieu des intersections des trois hauteurs dans les 
triangles ayant même base et même angle au. sommet. 
(Evidemment un cercle.) 

73. Si par le foyer P d'une ellipse on mène deux 
cordes AFB, A'F'B' à angle droit, on ^ 

74. Trouver a:, sachant que sin5 j =sinx [voir t. V, 
p. 222, 36 (bis)'\, 

75. Quel est l'arc à partir duquel F accroissement du 
sinus est plus grand que le décroissement .du cosinus 

(à partir de y y) 

76. Combien y a-t-il de iiombrès divisibles par R 
parmi les nombres A,2A,3A,... (B — i)A, BA , les 
nombres A et B étant quelconques? [Voir t. III, p. 343.) 

77. 

arccosj: — arccosj' = A'[cosX' = xj -h \/i — x^[\ — j'jj. 

78. Volume du parallélipipède oblique dont ou a les 
trois arêtes et leurs angles deux à deux {^voir t. I, p. 3§2). 
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79. p = w. Que signifie celle écjualion? Coefficient an- 
gulaire de la tangcnle \ consli'uclion géomëlriquc d^ la lan- 
ge nie en un point donné (o)' élan t<^ 2 TT, faites w=:ci)'zhîifc7r5 
A- entier positif 5 et voir Rispal, t. II, p. 5 1 1). * 

80. Etant donné un tronc quadrangulaire , comment 
constater que c'est un tronc de pyramide? sulFit-il que les 
bases soient parallèles et semblables ? 

81 . Condition de relation entre les côtés d'un triangle 
pour qu'un angle soit triple d'un autre (Viète). 

82. L'hyperbole est-elle la seule courbe telle, que les 
segments de toute sécante compris entre la courbe et les 
asymptotes soient égaux? (Oui, car alors les milieux des 
cordes parallèles sont sur une môme droite.) 

83. Le toit d'im édifice a 69™, 10 do long sur 27^,76 de 
large; on veut le soutenir par des colonnes équidistantes 
et dont la distance est comprise entre 4 et 5 mètres , 
comment les placer ? ( f^oir p. 246. ) 

84. Reste de la division de /(x) par x" ± a". (Rem- 
placez dans y (x), a." par qp a", le résultat est le reste 
cherché.) 

80. Quelle racine prendre pour solution du problème 
de la détermination de la profondeur d'un puits, con- 
naissant le temps écoulé entre le moment où on laisse 
tomber une pierre et celui où l'on entend l'eau choquée? 
[f^oir Cournot, Correspondance entre r Algèbre et la 
Géométrie y p. 87, 1847.) 

86. Quadrilatère inscrit, connaissant deux sommets 
opposés, l'angle deVun de ces deux sommets et la direc- 
tion de la droite. qui joint les deux autres ('voir t. Mil, 

P- 98). 

V/W - V/(") 

87 Quelleestla valeur de ~ — =:poura:=rt? 

[Foin. VII, p. 4^5.) 



I 
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88. Trouver le /i'""' terme du développement de 
(par décomposition en fractions rationnelles). 



I — X — x^ 

89. Ouïe devient la formule fondamentale de trigono- 
métrie sphérique quand le rayon de la sphère devieni 
infini (par réduction en séries)? 

90. Démontrer que 



I 



ces a -h ces 3 a -î- ces 5 a -f- ... -h ces (2 // -H 1 1 a = - ? 

2 

quand a= ^ {voir t. III, p. 5 18). 

91 . Quelle est l'enveloppe de la droite dont la somme 
des coordonnées à l'origine est constante? [Voir t. III, 
p. 182, et t. VII, p. 277.) Lorsque la relation entre ces 
coordonnées est du premier ou du second degré, l'en- 
veloppe est une conique. 



SUR LES POLYÈDRES ÉTOILES 

(Voir p. \%t), 
U^PEKS M. CaUCHT. 
( Journal de TÉcole Polytechnique, xvi« cahier, p. 68; i8i3) ''. 



1 . « Est-il possible qu'il existe des polyèdres réguliers 
» dont le nombre des faces ne serait pas un de ceux-ci, 
» 4> 6, 8, 12, 20? Voilà une question qui mériterait 
» d'être approfondie, et qu'il ne paraît pas facile de 
)) résoudre en toute rigueur. » (Poinsot, Journal de 
r École Pofytechniqive , X*' cahier.) 

L'objet de la première partie du Mémoi re de M. Cauchy, 
la seule dont nous nous occuperons , est de répondre à 
cette question de M. Poinsot, et de prouver qu'il ne peut 

[*] Lu à la première classe do l'Institut, en 181 1. 
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exister que netif polyèdres réguliers, savoir : les cinq an- 
ciens, les deux de Kepler et les deux de M. Poinsot. 

2. M. Cauchy, au § i5 de son Mémoire, fait l'obser- 
vation qu'on peut former tous les polygones d'espèces 
supérieures en prolongeant les côtes des polygones régu- 
liers de première espèce. Ajoutons que cette observation 
a été faite pour 'la première fois par Kepler. Or, dit 
M. Cauchy, les polyèdres d'espèces supérieures dérivent 
d'une manière analogue des polyèdres réguliers de pre- 
mière espèce, et l'on peut former tous les nouveaux po- 
lyèdres réguliers en prolongeant les arêtes ou les facrs 
des polyèdres réguliers déjà connus. Celte observation 
sert de base à la démonstration. 

3. Définition, Un polyèdre régulier d'une espèce quel- 
conque est. celui qui est formé par des polygones égaux et 
réguliers, également inclinés Tun sur l'autre, assemblés 
en même nombre autour de chaque sommet. 

4. « Soient deux polyèdres réguliers égaux ^ si Ton 
» désigne par des n"* i, 2, 3, 4) etc., les faces corres- 
» pondantes des deux polyèdres, on pourra faire coïn- 
M cîder le second polyèdre avec le premier, en plaçant 
» l'une quelconque des faces du second sur une face dé- 
» terminée du premier, par exemple sur la face n" 1 du 
» premier, et en commençant par faire coïncider dans 
» ces deux faces deux quelconques de leurs arêtes. Réci- 
i) proquement, si deux polyèdres égaux satisfont à la con- 
» diti on précédente, on pourra en conclure avec siireié 
» qu'ils sont réguliers : car, puisqu'on pourra faire alors 
» coïncider chacune des faces du second avec une face dé- 
» terminée du premier, en commençant par faire coïn- 
» cider deux arêtes quelconques de ces deux faces, il 
» s'ensuivra que les diflerenles faces sont des polygones 
>» égaux et réguliers \ et puisqu'en faisant coïncider deux 
» faces quelconques , prises à volonté ^ on fait coïncider 

Ann. dcMathc'iuat., l. Vlïl. (Aoûl \^\.j) S'O 
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)» toutes les auliTS, on en conclura que les dinercntâan- 
» gles dièdres sont égaux , ou , ce qui revient au même, 
» que les faces sont également inclinées l'une à Taulre. 
» et assemblées en même nombre autour de chaque 
)) sommet, n 

5. Dé/initioN, Un polygone je/7M-r%i//icr est celui qui 
a 2« côtés tels, que les côtés de rang'i , 3, 5,... 2/1 — i 
soient égaux -, de même, les côtés de rang 2 , 4 • • • 2 w ; ei 
que les côlés 1, 2, 3. . .« soient respectivement paral- 
lèles aux côtés w -h I , « -h 2, . . . , 2 «. 

6. Il y a /i manières d'opérer la coïncidence de deu!î 
polygones réguliers de n côtés, et autant de manières 
pour opérer la coïncidence de deux polygones semi-r^- 
liers de 2/1 côtés. 

7. Tout ce qui précède est invoqué par M. Caucliv 
pour démontrer un fait déjà remarqué aussi , comme nous 
verrons, par Kepler. En se transportant par la pensée; 
au centre d'un polyèdre régulier d'espèce supérieure, les 
plans qui comprennent les différentes faces du polyèdre 
présenteront à l'observateur la forme d'un polyèdre con- 
vexe de première espèce , qui lui sert comme de noyau , 
et ce polyèdre est régulier. « En effet, construisons uii 
» second polyèdre d'espèce supérieure égal au premier; 
» vous construirez en même temps un second polyèdre 
» de première espèce, égal fi celui qui formait le noyau 
)) du polyèdre régulier donné*, désignez maintenant par 
» des n^" 1,2,3, etc , les différentes faces correspondantes 
î) des deux polyèdres d'espèce supérieure, et par les 
M mêmes n^* i , 2 , 3 , etc., les faces des polyèdres de pre- 
» mière espèce qui sont renfermées dans les mêmes plans 
» que celles affectées de ces numéros dans les polyèdres 
» d'espèce supérieure. De quelque manière que vous 
» fassiez coïncider les polyèdres d'espèce supérieure, les 
» deux polyèdres de même espèce, compris sous les mêmes 
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» faciès, coïncideront aussi » Par suite (4), les dille- 

rcnles faces des deux polyèdres noyaux sont toutes égales 
entre elles, également inclinées l'une sur l'autre, et assem- 
blées en même nombre autour de chaque sommet. Sup- 
posons que le nombre des côtés de .chaque face soit égal 
à n dans les deux polyèdres d'espèce supérieure 5 îl y a 
donc n manières d'opérer la coïncidence dé deux faces 
de ces polyèdres, et, par conséquent, aussi n manières 
d'opérer la coïncidence des faces correspondantes des deux 
polyèdres de première espèce; ces faces sont donc ou des 
polygones réguliers de n côtés ou semi-réguliers de 2n 
côtés (6) j mais n étant au moins égal à 3^ 2» est au 
moins égal à 6. Mais il est impossible de former un 
polyèdre de première espèce dont toutes les faces auraient 
au moins six côtés; donc les faces du noyau sont des po- 
lygones réguliers, et ce noyau est un polyèdre régulier 
de première espèce. 

8. « Ainsi , il est donc prouvé que dans un ordre quel- 
î> conque on ne peut construire de polyèdres réguliers 
)» d'espèce supérieure qu'autant qu'ils résultent du pro- 
» longemen t des arêtes ou des faces des polyèdres réguliers 
» de même ordre et de première espèce qui leur servent de 
» noyau ; et que, dans chaque ordre, les fa ces des polyèdres 
» d'espèce supérieure doivent avoir le même nombre de 
» côtés que celles des polyèdres de première espèce. » 

Examinons donc, sous ce point de vue, les cinq polyè- 
dres réguliers de première espèce. 

9. Tétraèdre, Il n'existe qu'une espèce de triangle; 
on ne peut donc obtenir de nouvelles faces par le prolon- 
gement des arêtes. Chacune des faces est voisine des trois 
autres; on ne peut donc obtenir de nouvelles faces par 
le prolongement des faces. 11 n'existe donc qu'une espèce 
de tétraèdre. 

i(). Hexaèdre, Il nVxiste qu'une espèce do carré ; de 

20. 
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plus, los laces qui iuî sont pas voisines sont parallèles, par 
eoiiséquent ne peuvent se rencontrer. Il n'existe donc 
qu'une espèce d'hexaèdre. 

H. Octaèdre, Il n'existe qu'une espèce de triangle, 
chaque face prolongée rencontre trois autres qui m* 
sont ni voisines ni parallèles-, ou obtient ainsi huit trian- 
gles équilattraux , mais qui ne forment pas un octaèdre 
régulier, mais un solide double formé par deux té- 
traèdres qui se traversent mutuellement. C'est ainsi que 
l'hexagone donne un triangle double [voir p. i36). 

12. DqJécacdre, i^. En prolongeant les côtés de douze 
pentagones^, on obtient un dodécaèdre régulier de seconde 
espèce (voir p. i34, § i3). 

1°, Chaque face rencontre les cinq plans qui avoisi- 
nent la "face parallèle opposée^ les deux intersections 
forment deux pentagones réguliers de première et de 
deuxième espèce, et on obtient ainsi un dodécaèdre de 
troisième et de quatrème espèce (voir p. i34). 

13. Icosaèdre, Comme il n'y a qu'une espèce de 
triangle, il n'y a pas lieu à des prolongements d'aréies. 
Considérons donc la face F et la face F' parallèles et op- 
posées*, les dix-huit, triangles restants se distribuent ainsi : 

(a) Trois triangles ayant une arête commune avec F; 
(h) Trois triangles ayant une arête commune avec F' : 

(c) Six triangles n'ayant qu'un angle commun avec F et 
se partageant en deux groupes (i , 3 , 5), (2 , 4 ^ 6) ; dans 
chacun les triangles sont également inclinés l'un sur 
l'autre ; 

(d) Six triangles n'ayant qu'un sommet en commun 
avec F', et se divisant de même en deux groupes (i , 3, 5), 
(2, 4? 6) formés respectivement de triangles également 
inclinés l'un sur l'autre. 

Examinons les intersections de F avec ces systèmes 
de triangles. Le système (a) ne donne rien, le système (h) 
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fournil ifli triaii(>lr, ri cha<(iu! incr (loniianl lieu à un 
irianglo, on formera ainsi Ticosacdre de sepliènie espèce» 
(voir p. 134, i") ; chaque groupe du système (c) fournit 
un triangle circonscrit au triangle F; mais huit faces 
seulement donnent des triangles diflerents^ de sorte qu'on 
construit ainsi un octaèdre régulier de première espèce. 
En suivant le système (^/), on ne peut passer que sur 
quatre faces, et l'ou construit un tétraèdre régulier. 

11. Il est donc démontré qu'il n'existe que quatre 
|H>lyèdres réguliers d'espèce supérieure. 

15. Problème. Connaissant les angles que forment 
deux faces adjacentes dans le tétraèdre, le dodécaèdre 
et ricosaèdre de première espèce, trouver V angle compris 
entre deux faces quelconques d* un polyèdre régulier? 

Solution. Soient a, jS, y, ces trois angles. 

i". Tétraèdre, On a a pour deux faces quelconques. 

2". Hexaèdre, L'angle compris entre deux faces esi 
nul ou droit. 

3^. Octaèdre, i" Deux faces adjacentes, l'angle com- 
pris est TT — ' cf.\ a'* deux faces non adjacentes, a ; 3'* deux 
faces parallèles. 

4**. Dodécaèdre. i**-Deux faces parallèles; a° j3, pour 
«loux faces adjacentes^ 3*^ tt — jS, pour deux faces non 
adjacentes. 

5**. Icosaèdre, i^ Deux faces parallèles*, a" y, pour 

deux faces adjacentes; 3^'7r — y, une face et celles qui avoi- 

sinent la face op[K>sée ; 4" Tangle compris entre deux faces 

'dont l'une n'est pas adjacente h Taulre, ni à la faee 

opposée, sera représenté par a ou par t: — a. 

Cette solution est fondée sur les constructions indi- 
quées dans les paragraphes y, lo, 1 1, 12, i3. 

Nous allons transcrire in e.vtctiso la prop. XX\ 1, lib. 11 , 
des ffarmoniccs Mundi. 

XXM. Propositio. Adfli pos.sunt congrucntiis par- 
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fectissùnis regularibus , duos etia/n aliœ congruentiœ, 
stellanim duodecim plananim pentagonicarum; et daœ 
semisolidœ, stellarum octangulœ et decangulœ. 

Claudunt enim pentagonicse solidas figuras aculeatas 
undique ; quarum una fit duodecim angularum qulnque- 
linearium, altéra viginti angularum trilinearium : iila 
trinis angulis insistit, haee quinis simul; illa pulchrius 
super angulum crigitur, hœc rectius sedet, incumbensin 
quinos. In his etsi forinsecus non apparet regu'are pla- 
num, sed ejus loco triangulum sequicruruin pentago- 
nicum *, quina tamen hujusmodi seniper in unum idemque ' 
planum compctentia , occultum sub soliditate quinquau- 
gulum, veluti cor suum (^) circumsiant; faciuntque cum 
eo dictam steliam pentagonicam, seugermanicoidiomate, 
pedemTruit», Theophrasto Paracelso signum sanîtatis. 
Idea corporis quodanimodo eadem est, quae sui plani \ nam 
ut in hoc , sciiicet in Stella quinquangula , binoruin sem- 
per triangulorum latera in unam rectam competunt ^ qua^ 
parte sui interiore fit basis uni exteriori triangulo, latus 
vero intimo quinquangulo ; sic in solido, semper quino- 
rum solidonim angulorum triangula singula œquicrura, 
competunt in unam plani tiem, quorum quinque triangu- 
lorum seu stellas intima meduUa et cor, quinquanguluni, 
fit basis in una superstantis anguH solidi; vel in altéra , 
superstantium quinque solidorum. Est autem tanta co- 
gnatio harum figurarum, unius cum dodecacdro, alterius 
cum icosaedro , ut videantur hœ , praesertim dodecaedron, 
trunca quodammodo et mutila, si cum illis aculeatis 
comparentur. 

Le reste est relatif à des solides demi -réguliers. 

On voi tque Kepler déduit un polyèdre étoile del'icosaèdre 
ordinaire, et un seul aussi du dodécaèdre, savoir : le dodé- 



( * ) C'est le noyau dont parle M. Cauchy. 
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caèJro étoile de troisième espèce*, en ayant égard aux pen- 
tagones étoiles, il aurait pu déduire encore deux autres 
dodécaèdres étoiles du dodécaèdre ordinaire. Peut-être 
qu^il n^a pas voulu le faire , atin de ne pas troubler ses 
relations imaginaires entre les corps géométriques et les 
corps célestes. Il lui fallait un certain nombre de corps 
réguliers et pas davantage. Quoi qu'il en soit, c'est à 
M. Poinsot que lious devons la connaissance de deux 
nouveaux dodécaèdres étoiles. On a lieu d'être surpris 
que le célèbre géomètre ne fasse aucune mention de Ke- 
pler, auteur de la doctrine des polyèdres étoiles. La sur- 
prise est d^ autant plus fondée que M. Poinsot the un pas- 
sage des Harniotnces ; il est vrai que ce n'estque la citation 
d'une citation, car Lidonne, mentionné dans le Mé- 
moire de M. Poinsot^ rapporte le même passage. Sachant 
qu'un géomètre , ayant nom Kepler, avait traité un sujet 
semblable , comment n'a-t-on pas la curiosité de consulter 
l'ouvrage? 

Pour faire diversion , nous terminerons ce long exposé 
par quelques observations philologiques , qui , nous en 
convenons, n'ont pas le moindre rapport avec le sbjet. Les 
Psaumes commencent par uéschré; ce mot hébreu, qu'on 
rencontre rarement, est d'une signification douteuse. On 
convient généralement de traduire ce mot par beat us ^ la 
forme étant celle d'un substantif pluriel construit y Joli- 
citâtes serait plus exact. Toutefois, voici le sens des 
premiers versets : heureux celui qui ne va pas aux con^ 
ciliabules (les tnauv^aises gens y qui n assiste pas aux réu- 
nions des pervers , qui ne siège pas aux séances ries 
gens de rien, ne respectant rien (*); // sera cofnnie 
r arbre planté sur le bord des eaux, dont le feuillage 
ne se flétrit pas. En d'autres termes : celui qui ne fré- 



} (''est lo M'iij» </rr« /c/'/^r du mol Lclsimt . 
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({ucate pas de mauvaises sociétés iic se corrompra pas. 
(jette admonition , faite il y a quelques milliers d'aimées., 
est encore utile aujourd'hui , et peut avoir, comme par- 
lent nos Welches, un intérêt d'actualité. 

On trouve dans la même collection encore d'autres 
pensées de ce genre, où Ton félicite ceux qui ionl telles 
actions et pas telles autres. Jadis, par forme d'exercice, 
j'ai essayé d'écrire en hébreu un psaume à Tusage des 
géomètres. Voici le premier verset: Beat as inathentatirus 
qui procul libris nihil legit^ omnia inueniet (*). 



THÉORIE DES PARALLÈLES; 

Par m. Camillo MINARELLI (**). 



i . Lemme, La somme des trois angles d'un triangle 
ne peut jamais surpasser deux angles droits. 

Démonstration. Legendre a donné une démonstration 
rigoureuse, aujourd'hui bien connue, dès la première édi- 
tion de sa Géométrie. 

Corollaire. La somme des quatre angles d'un quadri- 
latère ne peut dépasser quatre angles droits. 

S. Lemme. Etant donné un irapèze ABCD, rectangle 
en A et B, si AD> BC, Tangle en D est aigu. 

Démonstration, Prolongeons BC jusqu'en E, de ma- 
nière que l'on ait BC-h CE= AD, et menons DE ; les deux 
angles ADE, DEB sont évidemment égaux, et, par con- 
séquent, non obtus, d'après le corollaire précédent; donc, 
à plus forte raison, ADC< ADE est aigu. C. Q. F. D. 



( ' ) Pour les hebraïsants : Aschre baal hamispar lo kore hsphorimi ha ko! 
jimtso. 

(••) Communiquée par M. An^^elo (ienocchi, de Turin. 
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3. Lemme, Une des trois hauteurs d'un triangle lombc 
dans rintérieur du triangle. 

Démonstration, Tout triangle a au moins deux angles 
aigus; par conséquent, la hauteur qui part du sommet du 
troisième angle tombe dans Tintérieur. 

4. Lemme. La somme des trois angles d'un triangle 
est égale à deux angles droits. 

Démonstration. Soit ABC (fig. i8, PLU) un triangle 
donné, et BE la hauteur qui tombe dans l'intérieur. Pro- 
longeons la base AC , et construisons une suite indéfinie 
de triangles CBiCi, CiBtCi, CiBsCs, etc., égaux au 
triangle ABC ; de sorte que Ton ait AC = CCi,CBi = AB, 
BiC| ==BC, et ainsi des autres. En A, élevons à AC 
une perpendiculaire AD]>BE, et en D une perpendi- 
culaire DK à AD'^ menant DB, l'angle ADB est aigu 
(lemmc S) ; de même, si Ton menait DBi, DBi , etc. ; donc 
la droite DK ne peut entrer dans aucun des triangles ABC, 
CBiCi, Cl BiCj, etc. Joignons les sommets B, Bi, Bs, etc., 
par des droites BBj, BjB,, etc. Prenons sur la droite DK 
des points quelconques Di, D,, Dj, etc. (*), menons DjB, 
DjBi, D,Bi, DiB,, etc. Cela posé, représentons par R 
Tangle droit , et supposons que la somme des trois angles 
du triangle ABC soi t égale à 2 R — (î; le pentagone ADDj Bj C 
renferme cinq triangles ABD, DBDi, BD,Bi, BCBi, ABC ; 
la somme des quinze angles de ces triangles ne peut dé- 
passer loR — S (lemme 1). Les angles autour d^ valent 
quatre droits; donc la somme des cinq angles du penta- 
gone C ne peut dépasser 6R — à. 

Considérons maintenant le pentagone ADD] BjCi ; ajou- 
tons aux angles du premier pentagone ceux du triangle 
CB|Ci, et ensuite ceux des triangles D| Bi D^ , BiDiBi, 



{ * ) On peut prendre pour D, , D, , etc. , les pie^ls des perpendiculaires 
abaissées de R,* R, , etc. , sur DK. 
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KiCiBt, la somme totale sera moindre que i4R — 2^^ 
mais les angles en Dt, en B] et en C valent ensemble 8R, 
donc la somme des cinq angles du second pentagone est 
inférieure à 6 R — 2 0, On démontrera de même que la 
somme des angles du troisième pentagone ÂDDsBsCi est 
moindre que 6R — 3J; et pour le «'''"' pentagone, la 
somme des angles sera moindre que 6R — nd. Or n crois- 
sant, nô finira par surpasser 6R, et, par conséquent, on 
parviendrait à un pentagone dont la somme des angles 
serait négative; résultat absurde; donc â est nul, et la 
somme des angles du triangle ABC est égale à deux droits. 
C. Q. F. D. 

5. Théorème. Deux droites parallèles étant coupées 
par une sécante , les angles alternes-intemes sont égaux. 

Démonstration. Elle est fondée sur le lemme précé- 
dent. Consultez les premières éditions de \diGéométrieà^ 
Legendre. 



ANNONCE (^). 



Traité d'A rithmétiqh e , par M. Joseph Bertrand j maître 
de conférences l\ l'Ecole \ormale, examinateur d'ad- 
missi(^ à l'Ecole Polytechnique. Paris, i849) iïi-8"de 
254 pages. 

Premier ouvrage d'un jeune géomètre, qui s'est fait 
remarquer, depuis longtemps , par de savants Mémoires 
dans les hautes régions de la science. Nous étudierons ce 



( ' ) Tous les ouvrages annoiicôi» danti les Nouvelles Annales de Matht- 
maiiques av. Irouvcut chez M. IUchelier, lil>rairi», quai dcb Augustins, 



11" .V). 



(3.5) 

Traité, où Ton rencontre de curieux et ditliciles exercices, 
dignes d'examen. L'aritlimologie pénètre enfin dans les 
éléments. C'est un progrès. 



GRAND CONCOURS DE 1849, iO JUILLET 

(Voir t. VU, p. 186, 817). 
QUESTIONS PROPOSÉES. 



Matliétnatiques supérieures ( * ) . 

Soient, dans un plan, une ellipse et une droite située 
hors de cette ellipse. On prend sur la droite deux points 
N et jN' conjugués par rapport à l'ellipse (c'est-à-dire 
deux points tels, que, si Ton mène par Tun d'eux des tan- 
gentes À l'ellipse, la corde des contacts passe par l'autre) ; 
cela posé : 

1**. Prouver qu'il existe dans le plan de l'ellipse deux 
points O et O' desquels on voit chaque segment NN' sous 
un angle droit. 

a'*. On demande le lieu des points O et O', quand la 
droite se meut parallèlement à elle-même. 

Mathématiques élémentaires . 

Etant donné un parallélogramme ABCD, on mène une- 
droite LL' perpendiculaire à ses deux cotés opposés AB , 
CD, laquelle rencontre le premier côté en a et le prolon- 
gement du second côté en a' \ cette droite rencontre les 
deux autres côtés AD , BC en b et b\ et les deux diago- 
nales BD, AC en c et c'. 

On demande de prouver que les circonférences des 
cercles décrits sur les trois segments /za', hb\ ce' comme 
diamètres ont les mêmes points d'intersection. 



/ ,1 ^'A^Vièrv.^ spéciales. 
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Ou pourra cxauiiiier si le ihéarèuie aurait encore lieu 
dan$ 1c cas où la droite LL' serait oblique aux deux 
côtés AB, CD, au lieu de leur èlrc perpendiculaire. 

Observation, Le centre d'inuoliUîon, féconde décou- 
verte de M. Chasles, fournit de promptes réponses aux 
deux questions. Ce théorème et d'autres analogues sont 
maintenant enseignés dans toutes les écoles tant soit peu 
soignées, hors France. L'Université de France, seule 
dans le monde, repousse ojjficiellement une doctrine cl 
une terminologie, qui ont triplé la science et dont Torigine 
est entièrement française. Cette répulsion est une consé- 
quence du célèbre principe de continuité. En effet, avant 
de tomber en enfance, nous tombons en jeunesse. Or, la 
nôtre remonte à l'an de grâce iSoo*, alors il n'était ques- 
tion, ni de pôles, ni de polaires ^ ni à! harmoniques , ni 
à^anharmoniqueSy etc. , etc. -, devenus chefs et 'Ordon- 
nateurs , nous ne pouvons pas permettre à la jeunesse 
actuelle de nous parler une langue étrangère. Cela me 
parait juste, et à vous? 

Quand on se rappelle que le même corps toujours 
remorqué, jamais remorqueur, a d'abord repoussé Des- 
cartes, puis Newton, puis le système infinitésimal, on 
est encore amené au principe de continuité. 

Encore une Commission polychrome d'organisation. 
On dît que dans le genre Aphîdîen les femelles viennent 
au monde toutes fécondées. De même, chez nous, une 
Commission nait toujours grosse d'une aulfi'e*, aussi ne 
voyons-nous que de fausses couches. Je m'assure que si 
Dieu a\ait confié la formation des mondes à une Commis- 
sion, le chaos serait encore à débrouiller. 1 /immutabilité 
et l'ordre admirable qu'on rencontre partout sont U 
preuve la plus irréfragable derexislence d'une intelligence 
nni(|ue, d'une volonté imiciue. 
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SOLUTION Dli PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

proposé au concours général de 1849; 

Par m. Jules VIEILLE. 



Énoncé, Kiant données, dans un même plan, une ellipse 
et une droite, située en dehors de la courbe, on sup- 
pose qu'on prenne sur cette droite divers systèmes de 
deux -points («, «') conjugués relativement à l'ellipse, de 
manière que la polaire de Fun de ces points a passe par 
l'autre a\ et Ton propose : 

1** De démontrer qu'il existe dans le plan deux points 
fixes tels, que de chacun d'eux on voit chaque segment aa' 
SOUS' un angle droit; 7? de déterminer le lieu géométrique 
de ces points , lorsque la droite donnée se meut parallè- 
lement à elle-même. 

Solution. Première partie. Le théorème en question 
étant vrai pour une section conique quelconque , nous ne 
supposerons pas qu'il s'agisse spécialement d'une ellipse -, 
la démonstration repose sur une propriété des lignes du 
second ordre , que nous allons d'abord rappeler : 
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Lorsque d'un point A , pris à volonté dans le plan d'une 
conique, on mène une transversale quelconque ARB', on 
sait que le point A' où cette transversale rencontre la 
polaire PQ du point A, est le conjugué harmonique dn 
point A par rapport aux extrémités B, 13' de la corde BB': 
cette propriété s'exprime par la relation 



(0 



OB =OA.OA', 



O étant le milieu de la corde. Remarquons que les ser- 
ments OA, OA' sont situés d'un même côté de l'origine 
commune O. 



»• ^- 



c 




Quand la transversale ne rencontre pas la courbe, les 
points 1) et B' n'existent plus ; mais Tanalyse continue à 
donner, pour les coordonnées du point O, milieu de la 
corde imaginaire, des valeurs réelles, en sorte que ce 
point existe toujours, et il se trouve à l'intersection 
de la transversale A A' avec le diamètre Cl conjugué aux 
cordes parallèles à cette transversale. L'expression ana- 
lytique de la demi-corde OB prend la forme p \J — i • son 
carré — p* est réel et négatif, et les segments OA , OA', 
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situés maiutenaut do côtés clilléreiits du point O, sont de 
signes contraires, en sorte que l'équation (i) subsiste 
encore, en grandeurs et en signes. 

Cela posé , considérons une droî te fixe LL' qui ne ren- 
contre pas la conique ; et sur cette droite prenons trois 
couples de points conjugués (a, a'), (/?, A'), (c , c'), c'est- 
à-dire tels, que la polaire de l'un des points a passe par 
Taulrc a'. 



fie- ^ 




11 résulte de ce qui précède, que si Ton mène le dia- 
mètre conjugué à la direction IX', lequel rencontre en O 
la droite LL', et qu'on désigne par — p* le carré de la 
demi-corde (imaginaire) formée par cette transversale, 
on aura (en ne considérant que les grandeurs absolues des 
segments) : 

(•>.) p- = 0/7 . 0/i' - O^ . Ob' = Oc. Oc' 

Donc, si l'on décrit des cercles sur chacun des segmenls 
aa\ bb\ c*c' comme* diamètres, ces trois cercles auront 
une corde commune HOH', dont la moitié OH sera préci- 
sément égale à p. Tous les cercles décrits sur les segments 
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en nombre infini qu'on peut ainsi former sur LL avw 
(les systèmes de points conjugués, se croiseront en ces 
deux points fixes H , U' ', et de chacun de ces points on verra 
chaque segment sous un angle droit. C. Q. F. D. (*). 

Remarques. I. Lcs^ points H, H' existeront toujours, 
quand la droite LL' sera située en dehors de la conique, 
parce que les segments conjugués (Oa, Oa') sont alors 
comptés en sens contraire à partir du point O (l'expres- 
sion analytique — p* de leur produit étant négative). Le 
point O est donc compris dans Tintérieur de chaque 
segment aa\ bb\ cc\ . . . ^ et , par conséquent, les cercles 
se coupent tous. 

Au contraire, les points H, H' n'existeront plus, si la 
droite LL'est sécante^ car Oa^ Oa' sont alors d'un même 
côté du point O, lequel est en dehors de chaque segment: 
et, par suite, les cercles sont ou intérieurs les uns aux 
autres , ou extérieurs. Seulement, comme toutes les tan- 
gentes menées du point O à ces différents cercles seront 
égales en vertu des relations (2) , ces cercles auront un 
axe radical conmmn passant par le point O, et cet axe 
peut encore être regardé comme une sécante commune. 

II. Si la droite LL' était tangente h la conique, le:> 
deux points H, H' se confondraient avec le point de 
contact. 

Si LL' est une directrice , Tun des points H , H' sera le 
foyer correspondant. 



(*) Les six pointe (a, «'), (i, &'), (c, c'), sont dits en im>o!uiion, elle 
point O est lo point central de rinvolution. Les points de rencontre de la 
transversale LL' avec la courbe sont tels , que chacun d'eux est lui-même 
son conjugué : c'est pourquoi ces deux points (qui sont imaginaires dans 
le cas actuel) s'appellent ;c7o/n/5<2ou^/r5 de l'in vol ution. Us sontéquidislanb 
du point central. 
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III. En général, pour construire ces deux points, il 
suffira de décrire un seul cercle sur un segment formé 
par deux points conjugués pris sur LL', puis de tracer le 
diamètre lO, conjugué à la direction de LL'; enfin, de 
mener du point O une perpendiculaire à LU jusqu^à la 
rencontre du cercle 

IV. Dans un plan perpendiculaire au plan de la figure 
imaginons une circonférence de cercle décrite du point O 
comme centre, avec OH pour rayon ^ il est clair que 
de tout point S pris sur cette circonférence, on verra sous 
un angle droit chacun des segments aa\ bb\ , , , , Regar- 
dons ce point S comme le sommet (Vun cône ayant pour 
base la conique proposée. Nous nous bornerons à énoncer 
le théorème suivant, extrait des Leçons de M. ChasleSy 
et qu'il est aisé de démontrer par la perspective : Tout 
plan parallèle au plan conduit par le point S et la 
droite LL', coupera ce cône suivant un cercle dont le 
centre sera sur la droite menée du point S au pôle de la 
droite LU. 

Seconde partie. Supposons maintenant que la trans- 
versale LL' se meuve parallèlement à elle-même', et cher- 
chons le lieu géométrique des points H, H'. D'après ce 
qui précède , on serait conduit à prendre pour axes coor- 
donnés deux diamètres conjugués de la conique, dont 
Tun parallèle à la transversale. On arriverait ainsi, par 
un calcul assez simple , à l'équation du lieu ^ mais, pour en 
reconnaître les propriétés, il est préférable d'employer 
des coordonnées rectangulaires. 



Ann. de Mathémal. , t. VUI. ( Août 1849 ) a I 
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Considérons d'abord le cas de VelUpsey et prenons pour 
axes coordonnés les axes de la courbe 

Équation de l'ellipse. . . a* j^' -h ^' x' = a} b\ 
Équation de la droite 11/ y = mx -h /i. 

Soient X, Y les coordonnées du point H; ^i, ji celles 

du point O; pV^ — i la demi-corde (imaginaire) fournie 
par LL', p est , comme on Ta vu, égal à OH. On a donc 



X= JT, -f- 



(2) 



V^ 



m 



Y-r. = — ;x-*,)- 



m 



Il est aisé d'obtenir x^ , y, et p en fonction de Findéter- 
minée n et des constantes données -, puis rélimination 
de n entre les équations (2) fournira l'équation du lieu. 

Si Ton désigne par x' et x'^les abscisses des points dHn- 
tersection de LU avec Tellipse , l'expression du carré de la 
demi-corde imaginaire sera ' 
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or les équations (i) donnent, par rélîminatioudc j^, 



X X 



v/^. 



en posant, pour abfégcr, 

h est l'ordonnée â Torigine d'une tangente menée à l'el- 
lipse parallèlement à LL'^ elle est supposée plus petite 
que 71. On aura donc 

Quant aux coordonnées Xi , ji du milieu O de la corde , 
on a 

fl- rnn b^ nb"* 

Ces valeurs, substituées dans les équations (a), donnent 

fi\ V amibs/n' — h^ — an) i nc^ 

(3) X=:-« r- 1 1= X r-, a^—b^=:c\ 

Bien que nous n'ayons considéré que le point H , les 
équations (3) conviennent aussi au point H', en prenant 

le radical ^n* — A* avec le signe — . De la seconde de ces 
équations, on tire n, qu^on substitue dans l'autre, et il 
vient , après transposition et élévation au carré, l'équation 



(4) à'm^y''-'b^x^=i — 



a}b 



^c^m^ 



Elle représente une hyperbole rapportée à son centre et 
à ses axes. L'axe iransverse est celui des x ; soient a' Qlb' 
les longueurs des demi-axes, on a ^ 

, mac ., bc ., , . ,,, 
h h 
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donc Y hyperbole et V ellipse sont homojbcales, el, par 
SU! le , elles se coupent orthogonalement. 

Les quatre points d^intersection , symétriques deui à 
deux par rapport aux axes, ont pour«coord6nnëes 

deux d^entre eux coïncident avec les extrémités D, D' du 
diamètre CO : ce qui devait être, diaprés les considéra- 
tions exposées plus haut. On se rend d'ailleurs aisément 
compte de la section orthogonale des deux courbes, eu 
remarquant que lorsque la transversale LU prend la posi- 
tion de la tangente DT à Tellipse , les points H et H' st* 
confondent avec le point de contact D, et, par suite, la 
sécante HH' devient tangente à l'hyperbole ; mais cette 
sécante n'a pas cessé d'être perpendiculaire à IX', quel- 
que voisins que H et H' soient du point D ; donc la tan- 
gente à l'hyperbole , menée par le point D, doit couper à 
angle droit la tangente à l'ellipse. 
Les équations des asymptotes sont 

b 



Y =111 X. 

am 



Ces droites demeurent donc les mêmes pour toutes les 
ellipses semblables et concentriques à Tellipse proposée. 

L'équation (4) ne contient le paramètre m qu'au carré : 
le lieu géométrique resterait donc le même , si , au lieu des 
transversales parallèles à LL', on considérait un système 
de transversales , pour lesquelles m serait changé en — m, 
c'est-à-dire inclinées symétriquement sur l'axe des x. 

Cette remarque explique le résultat que donne l'équa- 
tion (4) dans le cas particulier du cercle. Soit a = i; 
l'hyperbole dégéilère en deux droites dont les équations 
sont 



I 
m 
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Cepeiidanl il est évident qu'alors le diamètre CO devient 
perpendiculaire à LL', et, par conséquent, les points H, 
H' sont tous situés sur cette dt^oite unique, dont l'équa- 
tion est 

I 
•^ m 

Quant à l'autre droite j^ = — j: , elle répond au cas on 

l'on considérerait la direction symétrique de lAJ par rap- 
port à Taxe des x. 

Si dans Téquation (4) on change b* en — &', on aura 

(5) «'mV4-^'j:'=r — h^=a^m^—b'\ 

équation qui résout le problème proposé , dans le eus où 
la conique donnée est une hyperbole ,• le lieu des points 
H , H' est donc alors une ellipse homojbcale. 

Enfin, si la conique donnée est une parabole, on peut , 
sans recommencer les calculs , déduire encore la solution 
de Féquation (4). A cet effet, on transportera d'abord 
lorigine du centre C de l'ellipse au sommet A , et l'équa- 
tion (4) deviendra 

a' ,u'y- __ b' X' -^-^ir ax = — ^A ^ ; 



frm 



puis , si l'on pose 



2 



/; étant une constante , on en tire 

4 

Substituant cette valeur de b* dans l'équation ci-dessus , 
puis divisant par a', et faisant croître a indéfiniment, on 
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trouve à la limite , pour l'équation du lieu , 

elle représente une parabole ayant même axe et même 
foyer que la proposée , mais dirigée en sens contraire. 



GINËIATIQIIE. — SUR LES MOUVEMENTS RELATIFS k DES 

SYSTÈMES HtlELGONQUES^ 

pak m. de saint -venant. 



I. — Exposé. 

Il est souvent fort utile , lorsque l'on possède les don- 
nées nécessaires à la détermination du mouvement d^un 
point matériel, regardé comme mouvement absolu, d*en 
déduire son mouvement relatif k un système solide se 
mouvant lui-même d^une manière quelconque dans Tes- 
pace. Le second mouvement une fois trouvé, Ton obtient 
immédiatement , si on le désire , le premiejr, auquel on ne 
serait arrivé d^une manière directe qu'avec une difficulté 
incomparablement plus grande dans certains cas (*). 

M. Coriolis a donné et démontré, par l'analyse , uu 
beau théorème servant à faire , d'une manière générale , 
la déduction dont nous parlons {**). 

M. Bélanger (***) et M. J. Bertrand (****) Font dé- 



(*) Par exemple y dans le cas où le point matériel glisse dans un tuyaa 
tournant, ou dans un autre appareil mobile. 

(••) Journal de l'École Polytechnique, xxiv* cahier (i835), pages i4i 
à 148; ou mieux, Traité de ta mécanique des corps solides et du calcul des 
machines, i8/|4; n®* 27 à 39. 

(•*•) Cours de Mécanique, 1847 » "°* ^56 h 266. 

( ••••) Journal de V École Polytechnique, xxxii® catiicr ( 1848) , pages l 'ip 
à 154. • 



montré depuis , presque sans calcul , en s'appuyant seu- 
lement sur Texpression algébrique de l'espace parcouru 
en vertu d'un mouvement uniformément accéléré com- 
[X>sé avec un mouvement uniforme^ ce qui revient à rem- 
placer, par de petites paraboles, les portions de trajec- 
toires décrites dans l'espace et dans le système mobile, 
pendant un temps infiniment court (*). 

Bien que la démonstration de M. Bertrand, fondée 
ingénieusement sur une considération de mouvements 
fictifs introduits par Clairaut (**) , ait un haut degré de 
simplicité, j'ai pensé qu'où pourrait en voir avec intérêt 
une autre qui tire directement le théorème de Coriolis 
des premières notions de la mécanique, ou plutôt, des 
définitions même» formant la base de la cinématique (***) 
ou géométrie du mouvement. Cette démonstration se 
borne (n** VI ci-après) à mettre en regard, pour chaque 
trajectoire , deux de ces éléments rectilignes et parcourus 
uniformément, qu'il faut bien toujours considérer pour 
y avoir deux vitesses et la force à laquelle on attribue 
leur différence. Elle s'étend an cas où le mouvement dont 
on possède les données est rclatij, comme l'autre , à un 
système qu'on ne suppose point immobile, et même au 
cas où les deux systèmes auxquels on rapporte le mouve- 
ment du point matériel ne seraient point inx^ariables , ou 
se composeraient de points dont les distances mutuelles 

( *) 11 y en a encore une démonstration assez brève dans un Mémoire lu à 
rAcadémiCy le i5 septembre i845 [Comptes rendus, t. XXI, p. 6a3): elle 
est fondée sur Temploi d'une sorte de difTéi^entiation qui comprend à la 
fois les changements de grandeur et les changements de direction des 
lignes dans Tespace. Mais on peut la dégager facilement du npuvel algo- 
rithme propose, en raisonnant sur une figure. 

(••) Mémoires de l'Académie des Sciences, l'j^i. 

( '**) On sait que ce nom a été proposé par Ampère ( Essai sur la phi^ 
hsophid des Sciences, i83^i; i*"^ partie , p. 5o) pour désigner la science du 
mouvement considéré en lui-même et indépendamment de ses lois phy- 
sîqHes, ou, comme on dil, dfs ses causes. 
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ne restent pas les mêmes , ce qui rend le théorème plus 
général. 

II. — Définitions. 

Voyons bien , d'abord , comment on doit entendre le 
mouvement d^un point relativement à ces divers systèmes 
supposés mobiles les uns dans les autres , lorsqu'on s'as- 
treint , comme nous ferons , à ne raisonner que sur des 
choses observables ^ telles que des distances mutuelles de 
points , et lorsqu^on ne s'occupe aucunement du mouve- 
ment absoluf que Fun des systèmes peut posséder dans ce 
qu^on appelle Vespace immobile^ ni même de savoir si 
ce mouvement et cet espace, dont on n^a pu encore assi- 
gner les repères fixes , sont quelque chose de réel , ou 
bien de pures créations de notre imagination (*). 

Pour arriver à connaître la suite des distances où se 
trouvent les uns des autres les divers points des corps, 
ce qui est l'objet général de la mécanique, on en choisit 
d'abord quelques-uns dont les distances mutuelles sont, 
ou constantes, ou connues d'avance pour tous les instants, 
et Ton détermine les distances successives des autres à 
ceux-ci, pour en déduire géométriquement toutes les 
distances cherchées. 

Système, C'est Tensemble des points ainsi choisis, 
pour y rapporter tous les autres, qui constitue ce que nous 
appelons un système de comparaison ou de rattachement. 
Tel est notre globe terrestre : tel peut être tout appareil 
solide, comme un navire, ou une roue hydraulique 5 tel 
peut être, même, avec utilité dans certains 'cas, un cou- 
rant fluide étudié d'avance, et dont les diverses parties, 



(*] Laplace semble reconnaître notre complète ignorance à cet égard 
( Hécaniifue céleste y art. i }. 
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en glissant parallèlement les unes devant les autres , chan- 
gent de distance mutuelle suivant une loi connue (*). 

Milieu. Bien que trois points suffisent à la rigueur pour 
remplir cet objet , il est commode d^embrasser dans chaque 
système tous les points géométriques compris dans une 
étendue indéfinie. Cela est bien permis, en supposant tous 
ces points liés à ceux primitivement choisis, de sorte que 
les distances des uns aux autres restent , ou constamment 
les mêmes, ou soumises à une même loi de changement 
continu avec le temps. Nous pouvons regarder ainsi, 
avec M. Saint-Guilhem (**), tout système comme un 
milieu indéfini, dont chaque point coïncide successive- 
ment avec différents points des autres milieux ou sys- 
tèmes , et est toujours retrou vable dans le sien à un instant 
donné , parce qu'il est caractérisé , à chaque instant , par 
ses distances aux points reconnaissables du même système. 

Dès lors, le mouvement dans un système ou milieu 
quelconque'peut se concevoir très-facilement, sans penser 
seulement à Texistence du mouvement dit absolu, et sans 
regarder, ainsi qu'on le fait quelquefois , tout autre mou- 
vement comme n'étant qu^une apparence y une illusion 
d'un observateur entraîné à son insu avec un système. Et 
nous pouvons donner la définition de tout ce qui s'y rap- 
porte sans parler, non plus , de ces axes ou de ces plans 
coordonnés fixes ou mobiles , dont la considération n'est 
utile qu'au moment où Ton sort des généralités pour 
passer au calcul analytique des grandeurs particulières à 
chaque cas. 

(*) C'est plutôt, alors , l'ensemble des centres de gravité des éléments 
ou groupes moléculaires fluides , que Ton prend pour système de ratta- 
chement , car les molécules individuelles ont des mouvements impercep- 
tibles bien plus compliqués; et ce sont surtout ces derniers mouvements 
qu'il est utile de rapporter à un pareil système. 

('*) Mémoire sur le mouvement d'un système de points matériels dans un 
milieu absolu et dans un milieu relatif; brochure publiée chez Paya , à 
Toulouse, vers i8.'|3. 



( 33o ) 

m. — Suite des définitions. 

Mouvement et repos. Tout point matériel m, étranger 
à un système ou milieu A, occupe à chaque instant, 
comme Ton voit, un des points de ce milieu ou système. 
On dit qu'il est en repos dans A , ou relativement à A , s'il 
y occupe constamment le même point, ou si ses distances 
aux autres points de A suivent la loi de constance ou de 
variation continue particulière à ce système. Il y est en 
mous^ementy si , aux divers instants qui se succèdent, il y 
occupe des points différents. 

Trajectoire. Dans ce dernier cas, la suite des points 
ou emplacements qu'il y a occupés , ou y occupera, forme 
la trajectoire du mouvement de m dans A ou relativement 
à A : trajectoire ou sillon dont la forme reste constante si 
le système est invariable. 

yitesse. La vitesse du mouvement du point matériel m 
dans le système ou milieu A , ou la vitesse de m relative 
à A, est, pour un instant donné, une ligne droite finie 
dont la direction est celle de Télément infîniment petit de 
la trajectoire , parcouru entre cet instant et un instant 
suivant; et dont la grandeur est le quotient de cet élé- 
ment par le temps , aussi infiniment petit , écoulé entre 
les deux instants. Il est inutile de dire que si , ce que noas 
supposons, le mouvement de m dans A est soumis à la loi 
de continuité, cette direction et cette grandeur de la 
vitesse sont les mêmes, quelles que soient les longueurs de 
Télément et du temps mis à le parcourir, pourvu qu'elles 
soient infiniment petites, et comptées , Tune à partir du 
même point de la trajectoire, Tautre à partir de Tinstant 
où m occupait ce point. 

Force (envisagée cinématiquement). La comparaison 
géométrique, dans un même milieu, de deux vitesses dif- 
foraul infiniment peu de grandeur et de direction, donne 
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ce qu'on appelle la force regardée comme capable de 
changer Tune de ces deux vitesses dans Fautre pendant 
un temps infiniment court. La force (accélératrice et dé- 
vîalrice) considérée d'une manière purement géomé- 
trique, ou indépendamment de toute idée métaphysique de 
cause seconde efficiente, n'est autre chose qu'une certaine 
ligne droite &meaf(Jig. i) ayant pour direction, dans un 
milieu, celle de la ligne infinitésimale ad qui, composée 
avec la première vitesse ab^ donne pour résultante géo- 
métrique une ligne ac égale et parallèle à la deuxième 
vitesse; et ayant pour longueur le rapport de cette petite 
ligne ou vitesse gagnée ad^ au temps, aussi infiniment 
petit, pendant lequel s'opère ce gain y ou la transfor- 
mation de la vitesse ab en celle ac. 



fig' »• 



t 




LaL force est, si l'on veut, la résultante géométrique de 
la deuxième vitesse ac composée avec ab* = — aJ , ligne 
égale et contraire à la première vitesse; cette résultante 
étant divisée par le temps pendant lequel celle-ci est 
devenue celle-là . 

Ordinairement les deux vitesses sont celles du même 
point mobile à deux instants qui se suivent. On sait cpie 
pour un certain système (celui-là même où les mouve- 
ments sont dits absolus) la force qui donne ainsi la suc- 
cession des vitesses de chaque point est composée géomé- 
triquement, à chaque instant, de lignes dirigées vers les 
autres points matériels , et ayant des grandeurs qui dé- 
pendent des distances actuelles de celui-là à ceux-ci. Mais 



( 33a ) 

cette loi sort de la cinématique, et appartient déjà à la 
mécanique physique , ainsi que la deuxième loi générale 
en vertu de lacpielle les lignes composantes ou forces 
partielles dont nous parlons , opposées deux à deux pour 
des points difierents, sont rendues égales aussi deux à 
deux lorsqu'on les multiplie par certains coefficients 
appelés masses de chaque point. Nous n aurons pas besoin 
d'invoquer, dans ce qui va suivre , ces deux grandes lois 
au moyen desquelles on peut établir toute la mécanique 
sans parler ni de causes de mouvement , ni de quantités 
de matière^ ni de repos absolu. Aussi nous pourrons 
faire abstraction de la masse de notre point matériel ; nos 
forces seront, si Ton veut, les forces totales ordinaires 
sollicitant Tunité de masse du point considéré. 

IV. — Problème, 

Ceci convenu , il est évident que Ton pourra construire , 
par ses éléments successifs , toute la trajectoire du mou- 
vement d'un point matériel dans un milieu quelconque , si 
l'on connaît, avec son point de départ et sa ^vitesse initiale 
dans ce milieu, toute la suite des forces qui modifient la 
grandeur et la direction de cette vitesse. Le problème de 
la détermination, par ces données, de son mouvemeui 
dans un deuxième milieu , ou le problème posé au com- 
mencement du n° I , se réduit donc à ceci : 

« Étant donnés , pour un instant quelconque , la vitesse 
» animant un point matériel m dans un système ou mi- 
» lieu A où il se meut , et la force qui donne le change- 
» ment de cette vitesse du même instant au suivant, en 
» déduire sa vitesse et sa force relatives à un autre sys- 
» tème ou milieu B (tel qu'un appareil solide ou une 
» masse fluide) dont les divers points ont des mouvements 
» connus dans le premier. » 

Nous le résoudrons immédiatement en nous représen- 
tant (/ig, 2) un ensemble de points géométriques appar- 
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tenant tous au système A , mais occupés, à iiois iiisiants 
successifs, tant par le point mobile m étranger aux deux 
systèmes, que par les points du système B avec lesquels 
ce mobile a coïncidé aux mêmes instants , et en y appli- 
quant simplement les définitions données ci-dessus (n° III ) , 
pour les vitesses et les forces. 

Nous supposons les trois instants séparés par deux 
intervalles de temps égaux et infiniment petits , dont nous 
appelons dt la durée/ 

a, i', c" sont les emplacements occupés dans A par le 
mobile m au premier, au second et au troisième instants. 

En sorte que ab\ b^ c" sont deux éléments consécutifs 
de la trajectoire dans le premier système. 
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a^by c sont les emplacements occupés , aussi dans A , 
et aux troi3 mêmes instants, par le point du système B qui 
coïncidait en a av^ec le mobile m au premier instant. 

De même a', ft', c' et a"^ b^\ c" sont les emplacements 
occupés , aux trois instants ( toujours dans A ) , par deux 
autres . points de B, savoir celui qui coïncidait avec m 
enb* au second instant, et celui qui coïncide en c" avec 
le même mobile m au troisième instant. 

Il en résulte que i, b\ b^' sont des emplacements 
occupés simultanément, à Tiustant intermédiaire, par 
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les trois points de B dont nous parlons , et avec lesquels m 
s'est trouvé ou se trouvera en contact au premier, au 
second et au troisième instant. 

bb' b" est donc une portion de la trajectoire de m dans 
le milieu B; et bb'^ b' b" sont les deux éléments de cette 
trajectoire parcourus dans B pendant le premier et pendant 
le second temps dt. 

On peut remarquer que aa! a'\ ce' c" sont la même 
portion de trajectoire pour les situations qu'occupent les 
points du milieu B dans celui A Tinstant d'avant et l'in- 
stant diaprés. INIais nous n'aurons pas besoin de considérer 
la trajectoire relative à B dans ces deux positions, car, 
alors, ses éléments ne peuvent difl'érer en direction et en 
grandeur de ceux bb\ b' b^' que de quantités infiniment 
petites d'ordre supérieur, négligeables dans ce qui va 
suivre. 

V. — Relation des vitesses. 

Si l'on divise , par la durée r/t, les espaces ai', W par- 
courus dans A et dans B du premier instant au second, on 
a respectivement, d'après les définitions (n° III), les 
vitesses du mobile relativement au systcnxe A et relative- 
ment au système B , au premier instant. 

Or le triangle abb' montre que ab' est résultante géo- 
métrique de bV et de ab son troisième côté. Divisant aussi 
ce côté par dt pour avoir une vitesse, on voit déjà que : 

« A un instant quelconque, la vitesse du- mobile m 
» dans le milieu A est composée de sa vitesse dans le 
» milieu B , et de ce que Coriolis appelle la vitesse de 
» V entraînement exercé sur ce mobile par B , c'est-à-dire. 
» de la vitesse supposée connue que possède , dans A , le 
» point du milieu B momentanémenf occupé par lui. » 

Ou, que : 

« La vitesse du mobile f/i, relativement au système B, 
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» s obtient en prenant la résultante de sa vitesse lelativc- 

» ment au système A, et dune vitesse égale et contraire 

» à celle qu'il aurait s'il restait en coïncidence avec le 

» même point de B. )) 

VI. — Relation des forces. 




'^^yeeUùre 









Comme le triangle b' b"c" montre que 

b'h" est la résultante de b' c" et de —b"c% , 

m 

de même que celui abh' a indiqué que 

— bb' est la résultante de — ab' et de -f- ab 



on a, en composant ces deux résultantes ensemble, et 
en ajoutant ic, — ic, ce qui ne change rien au résultat, 
la relation suivante : 

, , , ,, , ,,- /de ^'c" composée avec — ab\ 

b' b" composée avec — bb \ . , ^ , , 

, , < de — bc composée avec ab^ 

est résultante !.. t^n ,, . 

[ et de — b c composée avec oc, 

relation dans laquelle on peut remplacer — b" c" com- 
posée avec bc par 

— a" b" composée avec ab , 

car ces deux résultats partiels de composition ne peuvent 
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diflërer que d'un infiniment petit d'ordre supérieur el 
négligeable. 

Divisant tout par (rf/) * on a une relation de forces, car 
une première division par dt transforme en vitesses les 
sept éléments de trajectoires, supposés conserver leurs 
directions en décrivant aussi des lignes finies , et une 
seconde division faite de même par dt change en quatre 
forces les quatre petites lignes provenant de la compo^ 
sition de vitesses avec d^autres vitesses infiniment peu 
différentes prises en signe contraire (n** III). 

On a donc ce théorème général , s'appliquant indiffé- 
remment aux milieux variables ou invariables , et com- 
prenant comme cas particulier celui de Coriolis : 

« La force qui produit (ou qui mesure) l'accélération el 
» la déviation actuelles du point mobile m dans le mi- 
» lieu B , est résultante de la force qui modifie de même 
» sa vitesse dans celui A, et de deux autres forces, la 
» première égale et contraire à celle qui modifie la vitesse, 
» dans A , du point de 6 en coïncidence actuelle avec le 
» mobile ni , et la seconde égale et contraire à celle qui 
» serait capable de changer, dans un temps extrêmement 
» petit, la vitesse actuelle de ce point de B en la vitesse 
» contemporaine d'un autre point de B , savoir celui avec 
» lequel le mobile m ira coïncider après un temps double, 
» en vertu de sa vitesse actuelle relative à B. » 

Il résout , avec le théorème du numéro précédent relatif 
aux vitesses, le problème général du n° IV, car les deux 
forces à ajouter sont connues, puisqu'elles dépendent des 
mouvements supposés connus des points du milieu B 
dans le milieu A. 

On doit remarquer que ce théorème et celui du numéro 
précédent, donnent non-seulement la grandeur de la force 
et de la vitesse attribuables actuellement au mobile m 
dans le deuxième système B; mais, aussi, les directions 
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de cette force et de cette vitesse dans A ^ pour la sùuatioii 
actuelle des points de B dans ce dernier système (*). 

Ml. — Cas des systèmes in^^ariables. 

Maintenant si^ comme Font supposé tous les auteurs, 
et comme cela a lieu le plus généralement, A et B sont 
deux systèmes dans chacun desquels les points restent 
sensiblement aux mêmes distances les uns des autres, 
comme les points des corps solides , la seconde des deux 
forces à ajouter peut recevoir une autre expression. 

On sait, en effet, qu'alors la vitesse possédée dans le 
système ou l'espace A , par un point quelconque du so- 
lide B , se compose de la vitesse contemporaine de tout 
autre point de B , et de la vitesse due à une rotation du 
solide B autour d'un axe instantané passant par son 
second point (**). 



(•) Le théorème ancien des vitesses, dont nous avons cru devoir rap- 
peler la démonstration au numéro précédent, me parait être implicite- 
ment invoqué dans les diverses démonstrations, citées ci-dessus, du 
théorème des forces; car lorsqu'on calcule une force au moyen d'un petit 
déplacement ou espace parcouru , il faut s'être assuré d'abord si ce dé- 
placement n'est pas dû en partie & la vitesse que le mobile possédait au 
commencement de l'action de cette force , et cela exige que l'on sache ce 
qu'est cette vitesse relative au système nouveau. 

(••) Voici l'une des démonstrations que Ton peut donner, sans calcul , 
de ce théorème de cinématique. 

Considérons le mouvement du eorps B, non plus dans le milieu A, 
mais dans un milieu h! dont tous les points sont supposés avoir, dans A , 
pendant A, des vitesses égales et parallèles à celle d'un point G de R, en 
sorte que y soit fixe ou en repos (n^ II), et que les autres points ne 
fassent que tourner autour de lui , en suivant des directions perpendicu- 
laires à leurs lignes de jonction à G. Par ce point G et par les emplace- 
ments qu'occupent dans A', au commencement de dt, deux auti*es 
points M , M' du corps B, menons deux plans respectivement perpendicu- 
laires aux mouvements de ces deux points M, M' dans A'. Pendant le 
temps infiniment petit dt , tout point P de la droite suivant lequcllc ces 
Jeux plans se coupent, restera à une distance constante, soit de M, soit 

Ann. de Maihémat., t. Vlll. (Septembre 1849.) ^^ 
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Celle-ci est le produit de la vitesse angulaire actueIK* 
de la i^otation de B (la même autour de tous les axes) , 
par un rayon de rotation qui n'est autre chose, évidem- 
ment, que la projection de la ligne de jonction de ct^ 
deux points sur le plan de rotation, c'est-à-dire sur un 
plan perpendiculaire aux divers axes instantanés, qui, 
pris au même instant, sont tous parallèles. 

Or nos deux points i" et t, ou. a" ei a (n° VI) ont 
pour ligne de jonction l'espace parcouru par le mobile m 
en vertu de sa vitesse relative à B, dans un temps double 
de celui de Taction supposée de la force que nous voulons 
exprimer. On a donc cet énoncé , où nous avons rétabli la 
masse du.mobile m : 

(( Pour avoir la suite du mouvement d'un point mo- 
» bile m relativement à un milieu invariable B qui se 
)} meut lui-même dans^ un premier milieu â , aussi iuva- 
)) riable, il faut ajouter à chaque instant, aux forces 
» supposées connues qui Taniment dans A , une force 
» égale et contraire à celle dont il y serait animé s'il 



de M', ci aussi d'un troisième point de B, le point O. Donc cette 
droite OP, qui est fixe dans A.' comme les deux plans, appartient tout 
entière au système invariable B , et ce système ne fait que tourner autour 
d''elle dans k! pendant dt. Le mouvement de tout point de B dans A se 
compose : i** de celui qui vient de cette rotation; ?° de la translation gé- 
nérale de A', ou du mouvement de O dans A, ce qu'il fallait démontrer. 
Il est facile de voir, aussi , en considérant successivement des mouve- 
ments de rotation autour de deux axes tirés dansB parallèlement entre eux , 
que , pour tout point de B situé dans leur plan , et , par une suite nécessaire, 
pour tout autre point de ce système solide, une petite rotation autour de 
l'un des axes produit le même déplacement qu'une rotation de même 
angle autour de l'autre, en y ajoutant une translation générale des points 
de B suivant de petites lignes toutes égales entre elles et perpendiculaires 
au plan des deux axes. D'où l'on conclut que toutes les droites menées 
dans B parallèlement à un axe instantané de rotation sont d'autres axes 
instantanés; que la rotation angulaire est la même autour de tous , et que 
la translation seule diffère de l'un à l'autre, en direction comme en 
grandeur. 
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» restait uni au point de B avec lequel il coïncide actuel- 
» Icment, et, de plus, une autre force, perpendiculaire 
» à la fois à la direction de la vitesse du même mobile 
» relative à B pour la situation actuelle de ce dernier 
» milieu dans celui Â , et aux axes instantanés de la rota- 
» tion de B dans A. L'intensité de cette dernière force 
» est double du produit de la masse du point mobile par 
» la vitesse angulaire de rotation de B et par la vitesse du 
» mobile relative à B, projetée sur le plan de rotation 
)) perpendiculaire aux axes. Le sens dans lequel elle agit 
w est opposé à celui suivant lequel le point B , actuelle- 
» ment occupé par le mobile, tourne autour de celui 
» qu'il occupait Tinstant d'avant. )> 

C'est le théorème de Coriolis , qui a appelé la première 
force additionnelle, force d'entraînement, et la seconde, 
force centrifuge composée (*). 



( ') Ha donné ce dernier nom à la seconde, à la suite de considérations 
revenant à cette remarque, que (fig, 2) h' c" composé avec — ic, ou (k 
cela près de quantités négli^feables] deux fois le résultat de la compo- 
sition àeh' c' avec — 6c, est la même chose que deux fois le résultat de la 
composition de ce' avec — hh\ puisque le quadrilatère hh'c'c montre 
que la résultante de hh' eiàeb' c' est la même que celle de hc et ce' : 
d'où il suit , puisque ce' a la même longueur que hh * et n'en diffère qu'en 
direction lorsque les deux systèmes de rattachement sont invariables , que 
la deuxième force additionnelle est une force capable de faire éprouver à 

hh' 
la vitesse relative à R , qui est -^ , non pas un changement de grandeur, 

mais un simple changement de direction , dû à la rotation du système B 
supposé entraîner avec lui la droite représentant cette vitesse. En cela 
cette force, bien qu'oblique au rayon delà rotation, est analogue à la 
force centrifuge, qui a pour propriété de changer aussi la direction et 
non la grandeur de la vitesse du mouvement de rotation d'un point. 

C'est cette force qui fait tomber sur la terre, prise pour système B, un 
corps pesant un peu à l'orient du pied de la verticale tirée de son point de 
départ supposé trèsHslevé. 

Elle disparait lorsqu'on se sert du théorème général pour poser une 
équation de forces vives dues aux vitesses relatives à B. 

La première des deux forces ajoutées ne laisse pas d'avoir aussi de l'ana- 

22. 
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VIIL — Scolie. 

Lai démonstration élémentaire que nous avons donnée 
de ce théorème au n° VI , en le généralisant , a découlé 
de la simple vue des relations nécessaires de position 
qu'ont entre eux les emplacements occupés consécutive- 
ment par le mobile dans les deux systèmes. Nous avons, en 
la présentant, accordé tout autant de réalité au mouve- 
ment dans Tun qu'au mouvement daos Tautre. Nous 
n'avons invoqué ni fictions, ni apparences. 

Peut-être que, tout en n'excluant point absolument 
r usage quelquefois aussi utile quMngénieux de ces der- 
nières considérations , on trouvera que notre manière de 
procéder, qui consiste à mettre sous les yeux , comme en 
un tableau, les faits réels, pour tirer directement leurs 
conséquences , offre quelques avantages , et est propre à 
faire probablement disparaître le danger qu'on a remarqué 
dans les raisonnements dits à priori , ou à éviter, sans 
recourir aux formules, des erreurs comme celle que 
M. Bertrand a lucidement signalée dans le raisonnement 
fait, il y a un siècle, par un illustre géomètre. 



logie avec la force centrifuge, et peut-être même plus que la seconde, car 
elle se réduit identiquement à la force centrifuge quand le mouvement du 
système B dans A se réduit, pendant les deux intervalles d'instante , à unr 
rotation uniforme, avec ou sans une translation aussi uniforme, comme le 
mouvement d'une roue hydraulique ou d'une roue de voiture; et c'est U 
le cas le plus ordinaire de la pratique. 
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SUR LES FRACTIONS CONTINUES^ 
Pab m. g. eisenstein. 

(Journal de M. Crelle, t. XXVIII, p. 38, i844> en français.) 



Pour le cas où n est un entier impair, tù désignant une 
racine primitwe de l'équation co" — i = o , M. Gauss a 
donné la formule 



.-« . a 



— -.«(n-i) 



I -h ft)-' 4- w"-* -f- w~'. . . H- w 

en transformant ce produit dans la série suivante, 

1 — CD (l — ft>)(l — m') (i — fc»)(l — ft>')(l — &>*) 

et , en développant celle-ci en fraction continue, je trouve 



I — 



i-f-w 



1 4- »' • . 



Cela fournit cette équation remarquable : 



— -it(rt — i) 
I -h «-' + «-^ -f- . . '. -f- w 



I 



I 

I -h w : — :. . . ^n- 



I -f- w' • • . 



1 -h OJ" ' ' 



d'un autre côté, on a , comme Ton sait, 

n(ii — 

I -f- w""*' -f- w""* -f- »""* -f- . . . « 



= w y ( — I) w, 

où le signe du radical peut être déterminé par les mé- 
thodes connues. 
On a donc aussi : 



\AZ^>^.^'' 



k«'-o 



1 
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Cette expression en fraction continue et finie du radical 

S±n^ suivant une loi si simple, me parait très-remar- 
quable , et je ne crois pas qu'une formule semblable soit 
connue. 
Je remarque encore que Ton a 

(-^)H)H)-="" 






1 — /> + 



1 — p* p*z 






Tous les dénominateurs sont ici des fonctions entières 
de p. Soit z = i et p un nombre entier, tous les dénomi- 
nateurs et tous les numérateurs seront des nombre» 
entiers, et les premiers surpasseront les derniers. On 
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conclut de là que la valeur du produit in nui 



(-;)(- A) (-pV- 



est toujours une quantité irrationnelle, p étant entier 
et ^ 1 . A l'aide de la formule 



,W = (.-i),(f), 



on peut exprimer rationnellement (f(z) par une autre 
fonction ^{Ç), dont la variable est d'une petitesse arbi- 
traire. En considérant donc attentivement la fraction 
continue, il sera facile d'en tirer une proposition plus 
générale ; ce que nous laissons au lecteur. 

Toutes les fractions continues que nous avons présen- 
tées ici ne sont que des exemples particuliers. Les mé- 
thodes que nous avons employées pour y parvenir nous 
ont fourni des fractions continues d'ime généralité telle, 
que j'ose assurer qu'elles renferment, outre une foule de 
résultats nouveaux et très-remarquables comme cas spé- 
ciaux , toutes les fractions continues trouvées jusqu'à pré- 
sent, et surtout celles de M. Gauss. C'est ce que nous 
expliquerons dans une autre occasion. 

Ce qui m'a fort intéressé dans ces recherches, ce sont 
les équations identiques qui se présentent en comparant 
les résidtats. Ainsi, par exemple, parce que la fraction 
continue dans laquelle nous avons développé 

I -f- w '4- w"-* -I- w~® -h . • . w 

se trouve aussi sans le secours de la transformation dr 
M. Gauss ^ il en résulte une nouvelle manière de >érifier 
cette ingénieuse transformation. Il existe des résultats ana- 
logues pour les formules qui se rapportent aux fonctions 
elliptiques. 
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NOUVELLE DÉMONSTRATION ET GÉNÉRALISATION N 

THÉORÈME RMOMUL; 

D'aprks m. g. EISENSTEIN, 

Étudiant (student) à Berlin. 

^ Jonmal de M. Crelle, t. XXVIII, p. 44 1 >B44; en allemand.) 



Lcmme, m et n étant deux nombres positifs entiers, 
l'expression 

/>" — I 

se réduit à — lorsque p = i . 

Soit Texpression 

(i) ,p{jf , a) = (i4- *) [i-hpjc) [i-^p^x) . . . (i -f-/,«-»x). 

Elle satisfait évidemment à la relation 

(2) {i + ;?«x)f(ar,a) = (i-hx)ç(/ix, a); 

(f[x^ a) étant une fonction entière de degré a de x, on a 

(3) * ^»(x,a) = A«-HA,x-hA,x'-h... A«jr«. 

Il s'agit de déterminer les coefficients. D'abord Ao = i; 
ensuite, si Ton met les séries correspondantes à (f(x) et 
^(px) dans la relation (2), on obtient 

t =0 < = €► 

et égalant les coefficients des mêmes puissances de .r dan> 
les deux membres , il^-vient 

A, -^-p"- A,_, = A,// 4- A,_.,//"' ; 
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d'où 

(4) K, = P , P A,_, ; 

p' — i 

par conséquent, 

A/ — • — -— . . . . Ao- 

p' — I /?'-• — I p — I 

Si Ton considère que Ao = i et que 

I -h 2 -+- 3 -4- . . . f — I = - /(/ — , 
on peut écrire 

(5 A,=: ... ./? 

p — I p^ — I p' — I 

ainsi , Ton obtient 

(i + j:)(H-;?jr)... ( 14- /?"""' x) 

(6) ( v^ ^ ^ V^/'" — « /?«-'— I â*('-0 



=2*.-=2'7£; 



i = o « = 



Z' 



X', 



Faisant p = i^ le premier membre devient (i-hx) , 
tandis que le coefficient général A^ , d'après le lemme , est 

a a — I a — 2 (a — ^+i) 
12 3 t 

donc 

in) (i+or) =rH-axH ^ -x'-\ x*- 

' 1.2 

On voit, par cet exemple, combien il est convenable de 
considérer les expressions comme des cas particuliers 
d'autres cas plus généraux. Par Tintroduction de la nou- 
velle variable p, il a été possible d'établir la relation (a), 
laquelle, pour le cas spécial /? = i, ne donne qu'une 
identilé. 
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Les cocHieieuls A| , qui sont dereclu'f de la forme <p [x) . 
jouissent des mémos propriétés que les coeflicienls bine- 
miaux, et les renferment, comme on a vu, comme cas 
particuliers. 

Soient a et |3 deux nombres entiers positifs . on a la 
relation 

en efliet, 

(i-f-J?)(i-h/?x).. .(i •+-/>* '*"^"".i:) 

= [(i + *) (i -H A'x) . . . (n- />« ' ' x)] 

X [(i 4- /?*^) (i -+-/>. /7"x) . . .( i-h /ï^~ V>''r)]- 

Si Ton remplace les trois fonctions f par leurs valcul'^ 
en série déduites de (6) , et comparant les coefficients, on 
obtient 

(8) C,=: A,-HA,^,B, /?* -h A,_,B,;7^« -4-. . . -4- B,/>'«; 

Bt et Ct sont ce que devient A^ en y remplaçant successi- 
vement a par /3 et a 4- jS. 

Si dans l'équation (8) on pose partout ^" = m et p^=i', 
les deux membres deviennent des fonctions entières de n 

m 

et de t^, et a et j3 n*apparaissent plus, si ce n'est implici- 
tement dans u et ^. Faisant passer tous les termes dans 
un seul membre , on a une fonction entière de u et de v 
qui disparaît pour un nombre infini de valeurs des denx 
variables (correspondantes aux valeurs positives de a et/3) ; 
aussi cette fonction doit s'annuler identiquement , c'csl- 
à-dire pour toute valeur de u et de v* (*). Ainsi Texis- 
lence de la formule (8) est démontrée pour chaque valeur 
de a et /3. En généralisant l'expression de ç(x, a), ei 



( " ) Il suffit inèiuc , pour qu'une t'unclion entière disparaisse , qu'elle 
s'annule pour un nombre de \alcurs des variables surpassant d'une 
unité le dcçrc de la fonction. 
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r = o 



désignant par ce symbole la série \ A, x% pour une 



t = co 



valeur quelconque de a (lorsque la série est convergente) . 
alors il suit, en remontant, que la relation 

(9) ffix, a -f- P) = 7(x, a) «?(/>«x, p) 

n^existe pas seulement pour des valeurs entières , mais 
aussi pour des valeurs quelconques de a et /3, et de là , 
en posant p = i , on conclut que la série 

a a (a — 1), a. a — i.a — 2 

I 1.2 I .2.3 ^^ ' 

satisfait, pour des valeurs quelconques de a et 9, à la 
relation 

Au moyen des propositions connues , cette relation donne 
la démonstration du théorème binomîal général pour des 
exposants quelconques. 



EXTRAIT DKS EXERCICES D ANALYSE NUNfiRIQUE ; 

Pab m. lebesgue. 



Dans un premier extrait (p. 87), j'ai pris un exemple 
propre à montrer qu^en développant un peu plus l'ana- 
lyse indéterminée du premier degré, on simplifierait^ 
quant aux démonstrations, l'analyse indéterminée du 
second degré. 

Dans ce second extrait, je prendrai un exemple mon- 
trant l'usage de la théorie des nombres dans l'algèbre 
supérieure. 

Problème. Soient a^b^c^. . , ^ k fies nombres premiers 
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(Ui^iseurs de n , on demande combien de i à n il y a de 
nombres premiers à a^ b^ c^. , ,^h. 

Solution, Deiàailyaa — i nombres premiers à a\ 
ce sont I , a , 3 . . . a — i ; il y en a autant de a à 2/1 , de 
2 a à 3 a , et généralement de ma à ( m + 1 ) a , car, pour 
que ma -h r(r<^a) soit premier à a, il faut et il suffit 

que r le soit. Ainsi, puisque nz=: - ,a^ il y aura^ de i 



à n, - (a — i) nombres premiers à a. On les obtient en 



n 
a 
n 
a 

supprimant, dans la série 1,2, 3... n, tous les multiples 
de a. 

Pour avoir les nombres premiers à a et & de i à /i , il 
faut supprimer d'abord les multiples de a. On a vu qu'il 

reste -(a — i) nombres^ en supprimant les multiples 

de a on a, par là même, supprimé certains multiples 

de b de la suite 6 , 26, 3 &, . . . , hb^ ... r * & ) maison n'a 

pas supprimé ceux où le facteur h serait premier à a. Or 

de I à r multiple de a, il y a -r (a — i) nombres pre- 



a ^"^ "^ "*"' ab 



miers à a; il faut donc diminuer- [a — i) de —7 (a — i), 



n 



et l'on aura —r (« — i) {b — i), qui indiquera combien 

de I à /} il y a de nombres premiers à a et &. 

Pour avoir les nombres premiers à a, i et c, comme 
en supprimant les multiples de a et & on n'a supprimé 
qu'une partie des multiples de c, ou des nombres c, 

2c, 3c, . . .j-'C^ puisque - est multiple de a et i, les 

multiples de c premiers à a et à & qui restent à supprimer 

sont en nombre -T7 (« — 1) [b — i), de sorte que la 
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(liHërcnce 

^(„_,)(t_.)-^(.-.){*-.) 

= i(''-')(*-')(c-.) 

indiquera combien de i à /i il y a de nombres premiers à 
a^b^c diviseurs premiers de n. 

En continuant de la même manière on trouvera y pour 
le nombre cherché , 

-^..j.(«_.)(6-,)(c-,). .(X-.). 

PROBLEME. Combien y a-t-il de nombres premiers à n 
et non plus grands? 

Solution. Soit n = a b c\ . . m^ ; a , A, c^ , , ,^ m 
étant des nombres premiers différents , tout nombre 
premier à n doit nécessairement Tùtre aux nombres a , 
fe, c,. . ., m-, et, réciproquement, tout nombre premier 
à chacun des nombres a^b^c^, . .^m est premier à n. Il 
suit donc du problème précédent que le nombre cherché 
est 

" -- (^ — (^ - {<- — • • • ('w — 1 ) , 



nbc, . m 

ou encore 

a — I b — I c — 1 m — I 
abc m 

Remarque, Ce nombre est souvent représenté par 
7 [n) \ on a donc 
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de nit'in»! 

,(a%^0 = ?U"). ?(>■'). ?(c^), 

et ainsi de suite. 

Plus généralement, si m et n sont premiers entix; eux, 
on aura 

propositions quMl est facile de résoudre à priori. 

Problème. Trou\^er le plus petit multiple de plusieurs 
nombres donnés a^b^ c^. , . ^k. 

On connaît deux solutions : Tune qui se tire de la 
décomposition des nombres a^ b ^ c,, , .^ k en facteurs 
premiers 5 l'autre qui se déduit de cette proposition : « Le 
)> plus petit multiple des nombres a et & est ^al à leur 
)) produit ab divisé par leur plus grand commun dÎTÎ- 
» seur {ab), m Cette proposition peut être généralisée 
ainsi quHl suit : 

n Soit pi le produit des nombres a ,&, c ,...,&; |;s le 
)) produit [ab) (ac) . . . (bc) . . . des plus grands communs 
» diviseurs des nombres a^b^, . ,^k pris deux à deux; 
» pi le produit des plus grands communs diviseurs des 
» nombres pris trois à trois, et ainsi de suite, jusqu^à ce 
» que l'on prenne tous les nombres-, ce qui donne im 
» seul plus grand commun diviseur : le plus petit multiple 
» cherché sera 

P7 • p^ ' Pe • ' • 

Soit 9 un quelconque des nombres premiers, diviseur 
d'un des nombres a, i, c,. . ., k* Comme l'ordre des 
nombres a, A, c*, . . . , A est indifférent, on peut supposer 
que 6 entre dans ces nombres avec les exposants a , j3, y,. .. 
rangés par ordre de grandeur décroissante. Il suit de là 
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(|ue Texposant de sora 



a-hPH-7-h<î + ... dans /?, , 

f>-f274-35H-.., dans p^ , 

7 -h 3 (î 4- . . . dans /?., , 

•î -h . . . dans /?4 , 



Cl ainsi de suite, de sorte que dans ■ ' ' ^^^ ^^ ' Texposanl 

Pi- Pi' Ps' - » 



D'ailleurs , le nombre M ne peut contenir que les diviseurs 
premiers de a, ft, c, . . . , A, et il les contient avec leur 
exposant maximum. M est donc le plus petit multiple 
demandé. 

application à V algèbre. 

Quand on aura décomposé un polynôme 

P = a*" H- aaf-^ H- . . . -f- /?x 4- 7 
on facteurs du premier degré 

on appellera P un polynôme composé de binômes sim- 
ples , et tous les théorèmes sur la décomposition des 
nombres en facteurs premiers s'étendront aux poly- 
nômes. On pourra , par exemple, appliquer la règle pré- 
cédente pour trouver le plus petit multiple de plusieurs 
polynômes. 

Ceci posé , proposons-nous cette question : 
Problème. Tromper V équation aux racines primitii^es 
de r équation binôme .r"* — 1=0. 

On sait que r étant racine de :r'" — 1=0, il en est de 
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même de /', r*, r',. ..,/"' — i. Une racine est dile pri- 
milwey quand la série r, r',. . ., /•"* est composée de m 
expressions différentes, qui sont, par conséquent, les m 
racines. Y a-t-îl des racines primitives? Combien y en 
a-t-il ? La solution du problème précédent répondra à ces 
questions. 

I®. Si r est une racine dans la série i, r, '**,•••» 
le premier terme qui se répétera sera Tunité. Si Ton 

avait, par exemple, r"= r""*"^, il en résulterait r^=i^ 

donc Tunité se répète avant qu'on soit parvenu à r^'^K 

2°. La sériel , r, r*, . . .''"'', r*^ = i donne a diviseur de m. 

Démonstration connue. Cela posé, soit Tn = a b c . . . . 
I^es racines non primitives satisferont à quelques-unes des 
équations 

"J m m 

X*^ — I=0, J?* — I=0, X^ — I=0, ..., 

qui ont toutes leurs racines communes avec 



x- 



— l=\jr**y — l=rO. .. 



11 suffira donc de diviser x"^ — i par le plus petit multiple 

m m m 

des polynômes .r** — i, x^ — i, x^ — i,etc. Or Talgèbrc 
montre que le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes x^ — I, x^ — 1 est j:^/*^ — I, {fg) étant le plus 
grand commun diviseur des nombres J'ct g. Le quotient 
égalé à zéro sera l'équation aux racines primitives. Cette 
équation sera donc 



= o 
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et aura pour degré 



m 



="'('-^)(-^)(-7)--- 

a — i b — I c — 1 

= m • — ; — • . . . = «p [m]^ 

a b c ^ ' 

Il y a donc autant de racines primitives que de nombres 
premiers à m. C'est ce qu'il est facile de prouver sans 
passer par Téquation précédente. 

On sait, en eflet , que x^ — 1= o est satisfaite par 

x=z cos h sm — V — '» 

et comme 

/ 2 7r . 2 7r y \* 2 7r/ . 2 7ri i 

I COS h sm — V — I I =r ces h sin v — 1 1 

\ m m I m m 



27r . 27r 



on reconnaît tout de suite que cos h sin — v^ — i est 

^ m m ^ 

racine primitive. La formule des racines est donc 



cos 



2/ir T.lfC 



. -fi t 7Ï / 

4- sm V — ' • 



m m 



11 en est de même pour cos h sin y' — i , si h 

est un nombre déterminé premier à ni\ mais cette racine 
ne serait pas primitive si h n'était pas premier à m. 
Chacun développera facilement ces propositions. 

On peut consulter, à ce sujet, les Exercices d* Analyse 
et de Physique mathématique ^ de M. Cauchy, 1 829. 

La méthode donnée plus haut s'étend à Téquation 
.r* — I = py^ le nombre p étant premier. C'est en cela , 
surtout, que consiste son utilité. 

Ann. de Mathémat, , t. Vlll. (Septembre 1849 ) ^3 
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QUESTIONS SUR LA NUMÉRATION (*) 



l . Problème. Trousser la somme des n prermers termes 
de la série dont le terme général est na^ ; a étant un 
nombre quelconque. 

Solution. Soit 

Sn+i = a^ 2fl»-|- 3«=*4- («-hi>z«" , 

S„^., = a-|-2fl -h 3 rt' H- . . -+- /i^ ; 
d'où 

» • 

Faisons 

y (a) et ^[a] sont des fonctions à déterminer, êl C une 
constante arbitraire \ on aura 

d'où 

== fl"-^' [/i (</ ~i ) y /i-f flr f (a) -h (/i — i) J^ (fl)] — /i"-^» (/f 4-1), 
On doit donc avoir 

on en tire 
donc 

s - ^'["("-')-'1 ■ ^ 



(•) Arithmétique de M. J. Bertrand. 
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Supposons que pour w = o, on ail 

S. = o, 



alor 



s 



C = 



ia-^iY' 



donc 



^>/i-+-i — 



rt"-^' \n{a — i) — i] + rï 



Observation. La solution directe se trouve par les 
méthodes du calcul aux différences Jinies. ( Voir le pré- 
cieux Traité de Calcul différentiel de Lacroix , tome III , 
page i38, 2® édition; 18 19.) 

L'éloge de cet académicien , homme de bien , qui a 
rendu des services éclatants à la science et à renseigne- 
ment, n a pas encore été prononcé. Il en est de même 
pour l'illustre Legendre. Il est vrai que ces noms ne sont 
pas mêlés à nos discordes civiles ; mais la gloire de ces 
noms est une richesse nationale. Pourquoi les frustrer 
d^un honneur qu'ils ont si bien mérité? Ayant égard à 
des circonstances impérieuses , l'Académie , dérogeant à 
ses statuts-, pourrait charger un de ses membres d'ac- 
quitter une dette non. sujette à prescription , et d'autant 
plus exigible , plus sacrée, qu^aucune réclamation ne peut 
venir d'outre-tombe. Il est triste qu'un citoyen obscur ait 
besoin d'élever sa voix dans une cause qui devrait compter 
publiquement pour avocats les Biot, les Cauchy et les 
Lamé. 

2. Problème. Combien y a-t-il de chiffres dans la 
suite naturelle des nombres y depuis i jusquà io"+* — i? 

Solution. Depuis 10" jusqu'à 10"+' — i, on rencontre 
10"+* — 10" ou 9. 10" nombres de n-hi chiffres 5 et, par 
conséquent, 9(71 -hi) 10" = 9/1 . io"-|- 9 . 10" chiffres. Il 

23. 
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faut sommer depuis /i = o ^ dans le problème précédent, 
faisant a = i o , on obtient 

__ io'*-^'{g/i — i)-|-io 

9^''-*-« — 5 

98.10"= 10"^' — I, 

8 . 1 o"-^' H- 1 

9 
d^où Ton déduit cette règle : 

Écrirez n-hi zéros à la droite du nombre n -h i , ^t 
au-dessus de chaque zéro, écrit^ez l'unité^ faites la 
soustraction ; le reste est le nombre des cliiffres cherche. 

Exemple. Combien y a-l-il de chiffres depuis i jus- 
qu'à 99999? Ici 71 = 4 5 écrivez Sooooo, retranchez 1 1 1 1 1 , 
et le reste 488889 est le nombre de chiffres demandé. 

3. Problème. Trouver le nombre des chiffres de la 
suite naturelle des nombres depuis 1 jusquau nombre 
quelconque N. 

Solution. N est compris entre 10"+' et io"+" ; soit donc 
N:=io"+* -4-fc. Le nombre de chiffres de i à io"+* — i esi 

(/H-i) io"+* (problème précédent). 11 existe 

y 

fc-f-i nombres depuis 10"+' jusqu'à 10"+' -h k^ chacun de 
re 4- 2 chiffres; ainsi le nombre total des chiffres est 

(/i-hi) 10"-»-' }-(X"-Hi)(/i-+-2). 

4. Problème. Écrii^ant tous les nombres de la suite 
naturelle, de droite à gauche, à la suite les uns des 
autres, on demande le chiffre qui occupe un rang 
désigné. 

Solution, Supposons qu on demande le chiffre i849 



nmr 



(357) 

à partir de la gauche, cherchons le nombre auquel ce 
chiilre appartient; à cet effet il faut, dans Texpression 

(n-\-i) lo""*"* » donner à n une valeur telle, 

que l'expression approche le plus possible de 1849 ^ ^^^^^ 
valeur est ^^ = 1 : donc le nombre dont le chiffre cherché 
fait partie est compris entre 99 et 999. Le premier 9 à 
droite de 999, occupe le iSg'**"' rang à partir de la gauche \ 
il faut donc encore compter 1660 chiffres. Le produit 
(A: -hi) (n -h 2) ou 3(A -hi) égal le plus possible à 1660, 
onat k= 552 \ ce qui donne 3(& + i) = 1659. Ainsi , le 
chiffre cherché est le premier à gauche de i553, c'est-à- 
dire I. 

5. Autrement. Ou a l'identité 

«-+-(/?—!) (/i—i)-|-(/i-_2)^(/i — i)-|- (/i — 3)/i'(a-- 1) 

Supposons qu'on demande tous les chiffres de la suite* 
uaturelle depuis 1 jusqu'à 99999. Si tous ces nombres 
.avaient cinq chiffres, on aurait 5.99999 ou Sooooo — 5 
chiffres. 

Les nombres d'un seul chiffre donnent de tro|) . 4*9 chiffres : 

Les nombres de deux chiffres 3.9. 10 

Les nombres de trois chiffres 2.9.10' 

Les nombres de quatre chiffres 1 .9. 10' 

On a donc de trop, sur Sooooo, 
5-|-4'9"*"3.9.io-f-2.9.io^-l- 1.9. io'= iiiii; 

d'après Tidentité, en faisant w = 5 et « = 10 ; donc le 
nombre de chi lires est 5ooooo — 11111 = 488889, comme 
on trouve par la rè^e de ci-dcssiis. 
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QUESTIONS SUR LA NUMÉRATION (*) ET SUR LE PLUS GRMI 

COMMUN DIVISEUR. 



I X 



\, Lemme, ^ développé, par les méthodes 

connues, suivant les puissances ascendantes de x^ donne 
la série récurrente 

réchelle de relation est (i ,i) ; le terme général est 

on a 

2. Question. Faisant, dans la série précédente, x=i. 
combien y a-t-il de termes qui ont le même nombre donné 
de chiffres? 

Réponse. Concevons la série partagée en groupes de 
nombres de u/z'cbiffre, de deux chiffres, de trois chiffres 
chacun , et ainsi de suite. Supposons qu'un de ces groupes 
commence par les deux nombres suivants 10*" + Ai. 
2. lo*" + A|*, Al et A, étant chacun moindre que lo"*; le 
premier chiffre à droite de 10" -4- Ai est i, et ce même 
premier chiffre est 2 dans le nombre 2 . 10*" + A, ; d'après 
la loi de formation, les cinq nombres suivants sont : 

3.io'"+Ai-i-A„ 5.io"*-f-Ai-h'JiA,, 8. io'*+2A,4-3A„ 
i3. 10'" -h 3 Al -h 5 A,, 2i.io'"+5A,-t-8Aî; 



(*) Traité d'Arithmétique ; par M. J. Bertrand, p. 7 et 6.\; 1849. 
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il y a donc au moins cinq nombres de m-f-i chiflrcs, et 
le sixième est de m+2 chiffres, et commence aussi à 
droite par i, tandis que le suivant commence par 2 ; or 
ceci existe dans le premier groupe , où m = o ; donc 
aussi dans tous les groupes suivants. Si Âi + A, est égal 
ou supérieur à 10'", le troisième nombre sera 4 • io'"-+- Bi , 
et ensuite 6. io'"-|-B,-|-At, i'"^'4- aBi-hA,,. . .; alors 
le groupe de m+i chiffres ne renfermera que quatre 
termes. Ainsi , il y a SiViplus cinq teiTnes qui ont le même 
nombre de chiffres, et quatre termes au moins ^ tels sont: 
1597, 2584, 4*8i, 6765, 10946. 

3. Question, Combien le n'**"' nombre de la série a-i-il 
de chiffres.'^ 

Réponse, En mettant la valeur de n dans le terme 
général donné ci-dessus , on trouve la valeur de ce terme , 
et, par conséquent, le nombre de ses chiffres^ mais il y 
a un moyen plus' simple. On a 



donc 



log 2 sin 1 8° = log . = 1,791012; 



I '/v 

log :- ziz 0,208988; log ^5 = 0,349485, 



// -+- 1) log log v/5 = n*o , 208988 -h 1 , 8595o3 = A ; 

la valeur de n fait connaître la caractéristique du loga- 
rithme, et, par conséquent, le nombre des chiffres, h 
une unité près; caria seconde partie du terme général, 
quoique fractionnaire , et allant sans cesse en décrois- 
sant, peut augmenter d'une unité le nombre entier de la 
première partie. 

Les logarithmes de la première partie du terme général 
croissent suivant une progression arithmétique dont la 
raison est , o ,ofJ8<ic) 1 . 
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4. Question , Un terme de la série étant donné , trouver 
son quantième. 

Réponse. D'après le terme général*, îl faudrait ré- 
soudre une équation exponentielle. Soit p le nombre 
des chiffres du nombre donné; il appartient au groupe 
d*ordre p (2) ; si chaque groupe contenait cinq termes j 
le quantième du nombre serait un des nombres consécu- 
tifs de 5 /7 — 4 jusqu'à 5 p : ainsi 5 p est la limite supé- 
rieure du quantième n , et Ton voit de même que ^p est 
la limite inférieure. En substituant donc, dans le terme 
général , pour n tous les nombres entiers de 4 /> à 5 p, on 
trouvera la valeur de n qui correspond au nombre donné. 

autrement. Soit N le nombre donné ; on pose log N= A 

/ • Q\ JJ ^ — 010497 -+- log N ,. . . r ., 
(i;oirJ);dou n= 8n8^ ' division Facile. 

puisqu'on ne prend que la partie entière. 

5. Lemme. Tous les nombres de la série (i) sont pre- 
miers entre eux. 

Corollaire. En cherchant le plus graud commun divi- 
seur (*) de deux nombres consécutifs, le nombre d'opé- 
rations qu'il faut fafre, avant de parvenir au résidu zéro, 
est marqué par le quantième du petit nombre , et ce quan- 
tième a pour limite supérieure cinq fois le nombre des 
chiffres du petit nombre (4). 

6. Lemme. Le rapport géométrique de deux nombres 
compris entre deux nombres consécutifs delà série, est 
compris entre i et 2. 

7. N, , N, , Ng étant trois nombres consécutifs de la 
série, si deux nombres sont compris entre N, et Ng, leur 
différence est moindre que jV, ; car cette différence est 
moindre que NJ — N, = X, . 



;•) Pourquoi ne pas appeler ce nombre simplificateur, d'après son usage 
le plus fréquent? on dit bien le multiplicateur. 
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8. Théorème. Dans la recherche du plus grand corn- 
mufi dwiseur de deux nombres y cinq fois le nombre des 
chiffres du petit nombre est une limite supérieure du 
nombre d'opérations àjaire avant de parvenir au résidu 
zéro. 

Démonstration, Soit P le plus petit des deux nom- 
bres, et R le premier résidu*, supposons P compris entre 

P 

Kj , Nj , termes consécutifs de la série ; si -~ est supérieur 

R 

P 
à 2 , R sera moindre qne Nj (6)5 si — est moindre que 2 , 

R peut aussi être compris entre Ns et Ns \ mais alors le 
résidu suivant P — R est moindre que N| (7)-, ainsi, le 
nombre d^opérations ne peut surpasser celui qu'il faudrait 
faire s'il s'agissait de N, et N, ; donc, etc. 

Remarque, C'est M. Lamé qui a découvert cette limite 
ingénieuse (voir tome IV-, Finck, 715 Lionnet, p. 617). 
Pourquoi le judicieux auteur du Traité d'arithmétique 
u'a-t-il pas saisi cette occasion de faire connaître à ses 
jeunes lecteurs le nom d'un Français si célèbre dans l'Eu- 
rope savante ? Celte répugnance invincible qu'on remar- 
que chez les géomçlres français pour toute citation de 
noms propres, pourrait figurer comme onomatophobie 
dans une nosograpliie du système mental. Cette étrange 
aberration produit quelquefois des résultats fort singu- 
liers. Ainsi , ce qui caractérise particulièrement l'Ecole 
Polytechnique , c'est la haute importance qu'on y attache , 
et avec raison, à l'enseiguement de la géométrie descrip- 
tive. Eh bien ! je suis sorti de cette École sans avoir jamais 
entendu prononcer le nom du Lyonnais Desargues, créa- 
teur de la théorie stéréométrique , et j'en dois la pre- 
mière connaissance à Touvrage de M. Poncelet, mon 
illustre compatriote. Lu demi-siècle s'est écoulé, et tou- 
jours même négligence de Thisloiro de la science. Celte 



( 362 ) 

ignorauce du passé contribue, avec d'autres causes, à 
entretenir le vice radical de notre époque, Torgueil; c'esi 
bien là le démon dont TEvangile parle sous le nom d<- 
légion (saint Marc, ch. V, v. 9). En effet, ce vice imiquc 
engendre, recrute une légion de vices. Ce qui explique, 
soit dit en passant, comment on i^ncoutre aujourd'hui 
tant d^ hommes se croyant aptes , non à donner des lois à 
la société , à la gouverner, ce serait de leur part pure* 
modestie, mais à la transformer complètement dans son 
essence, à créer même une nouvelle société de toutes 
pièces , subitement \ toutefois , Dieu même a mis six jours 
à son œuvre : mythe sublime , qui nous enseigne que l'é- 
lément de toute création durable, c'est le temps. Déjà les 
Grecs disaient, dans un langage spirituel, le temps ne res- 
pecte pas ce quon fait sans lui. En France , nous faisons 
tout sans lui; aussi voyez comme cela dure! Sur toutes 
nos institutions, constitutions, on peut inscrire d'avance 
la célèbre épitaphe de Malherbe pour une jeune (îlle. 



INSTITUT N4TI0N4L. 
(IRAÎVD PRIX DE MATHÉMATIQLTLS 

A DÉCERNER EN l85o. 



Les travaux récents de plusieurs géomètres ayant ra- 
mené Tatlention sur le dernier théorème de Fermât, ci 
avancé notablement la question , même pour le cas gén«~ 
rai , l'Académie propose de lever les dernières difficultés 
qui restent sur ce sujet. Elle met donc au concours pour 
le grand prix de Mathématiques, à décerner eu i85o, le 
problème suivant : 

<( Trouver pour un exposant entier quelconqve n h\^ 
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solutions en nombres entiers et inégaux de V équation 
X" -hj" = -2", ou prouver quelle nen a pas. 

» Le prix consistera en une médaille d'or de la valeur 
de trois mille francs. Les Mémoires devront être arrivés au 
secrétariat de l'Académie avant le i*' octobre i85o. Ce 
terme est de rigueur. Les noms des auteurs seront con- 
tenus dans un billet cacheté , qui ne sera ouvert que si la 
pièce est couronnée. » 

(La Commission chargée de proposer le sujet du prix 
était composée de M. \L Cauchy, Sturm, Arago, Poinsot, 
Liouville rapporteur. Comptes rendus y n" a, 9 juillet 1849? 
tome XXIX , page aS.) 

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA QUESTION 

FERMAT. 



Mémoires de Vjicadémie des Sciences de Paris , 
t. XVII. — M. Cauchy, Mémoire sur la 'théorie ries 
nombres^ p. ^45 (i84o). (Le Mémoire est de i83o.) 

Journal de M. Crelle, t. XIX. — M. Jacobi (C.-G.-J.). 
(Fbir un extrait dans le Journal de M. Liouville, t. VIII . 
p. i6S\ traduction de M. Faye, i843). 

Comptes rendus y t. XXIV. — M. Lamé, p. 3 10, 352, 
569, 8885 année 1847. ^' Cauchy, p. 3i6, 347, 4<^7^ 
4i^^4^g^Si6^ 578, 633, 661, 943, 996, 1022. M. Liou- 
ville, p. 3i5, 899. M. Kummer; p. 899. M. Wantzel, 
p. 43o. 

Journal de Mathématiques (Liouville), t. V (1840). 
— M. Lebesgue, p. 184* M. Lamé, p. 197^ impossibilltr 
de a:' -\- y"^ -{- z'' ==. o. M. Lebesgue, p. 276-348 ; impos- 
sibilité de x'^ -h 7^-1-2''=: o. M. Lebesgue, p. 49- M. Liou- 
ville , p. 36o. 

Journal de Mathématiques (Liouville), tome XII 
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(1847)' — ^^' Lamé, p. i35 ; sur rimpossibiiké de 
JC* -h j'* -f- ^'^ = o. M. Lamé, p. 172-, sur Téquation. . . 
x" -hj-" 4- -z" = o. On démontre T impossibilité pour 
ra=:5,7, II, i3, 19, 23, et d'autres. M. Kummer, p. i85; 
sur les nombres complexes (en latin ; a paru en i844)- 

Journal de M. Crelle, t. III (1828). — M. Lejeune 
DiRicHLET , p. 354 ", impossibilité de x' -h y' -h ^* = o. 

Journal deM. Crelle, t. IX (i833). — M. Lejeuke 
DiRTCHLET,p. 390; impossibilité de x**-hj-** — z** = o. 

/ott/wa/deM.Crelle, t. XVII (1837). — M. E. Klimmer, 
p. 2o3 -, de œquatione x^* +J^^ = z^ . 
Nouvelles Annales y t. VIII (1^47)5 P- i32. 
EuLER , Eléments d'Algèbre ^ t. II. 

Legendre, Théorie des nombres. 



On sait que la question est ramenée à savoir si un 
nombre complexe composé peut être décomposé en fac- 
teurs premiers d'une seule manière ou de plusieurs ma- 



nières. 



THÉORÈMES DE FRENICLE, DE 1076, RÉINVENTÉS EN 1849. 



Le Traité des triangles rectangles en nombres con- 
tient deux parties ; la première partie a été imprimée eu 

1676, in-i2, et réimprimée avec la seconde partie, en 

1677, à la suite des Problèmes d' Architecture de Blondel, 
in-folio. On trouve ces deux parties dans le tome V des 
Mémoùes de V Académie des Sciences (1729). 

Voici trois propositions : 

pRorosiTioN XXVIII. En tout triangle rectangle un 
des côtes est mesuré par 4 (p* 164). 
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Proposition XXIX. Tout ttianglc rectangle a un de 
ses côtés mesuré par 5 (p. i65). 

Proposition XXX. L'aire de tout triangle rectangle 
est mesurée par 6 (p. i65). 

Depuis , ces thcorèmes ont ^lé démontrés dans les 
Annales de Gergonne, dans le Journal de M. Crclle et 
dans les Noui^elles Annales. 

Ces propositions ont été réinventées et redémontrées 
en 1849. (^^o\r Comptes rendus, t. XXVIII, p. 58 1, 664 
et 686.*). . 

Frenîcle de Bessy, membre de l'Académie dès 1666, 
est mort en 1675. 



THÉORÈME SUR LE QII4DRIUTÊRE PLAN -, 

Par m. brune, 

Conseiller à la Chambre des Comptes, à Berlin (*). 

(Journal de M. Crelle, t. XXII, p. 379; 1841.) 



Théorème. Par le milieu d'une diagonale d'un quadrila- 
tère plan, on mène une parallèle à la seconde diagonale, 
et par le milieu de celle-ci une parallèle à la première 
diagonale. On joint le point d'intersection de ces deux 
parallèles aux quatre points milieux des quatre côtés du 
quadrilatère^ le quadrilatère sera partagé en quatre 
quadrilatères équii^alents . 

Nous laissons aux élèves studieux le soin de trouver la 
démonstration de ce théorème qui peut être très-utile 
dans Tarpentage. 



(•) Combien y a-t-il à Paris de conseillers à la Cour des Comptes qui 
s'occupent de géométrie? On dirait pourtant qu'il y a quelque aflinitê 
entre dea comptes et la science des calculs . 



I 
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JWRNAL DE M. GRELLE, t. XXXII (tii6) 

(Voir t VIII, p. îi8). 



QLATHIÈME CÂHlEll. 

27. Extraits de deux Lettres de M. Charles HERMiTEà 
M. C.-G.-J. Jacobi^ ^77-269 (janvier i843), sur la 
division des arguments dans les transcendantes ahé- 
lionnes (ne sont pas insérées dans le Journal de Ma- 
thématiques de M. Liou ville). 

28. Propositions sur les courbes de deuxième et troi- 
sième ordres par M, J. Steiwer, à Berlin; 3oo-3o4 
(juin 1845). 

I. Par chaque point I) d^une ellipse passent trois 
cercles de courbure osculant F ellipse en trois autres 
points A , B , C ; les quatre points A , B, C , D sont sur 
une même circonférence. 

II. En prenant dans une ligne du troisième ordre trois 
points A, B, C à volonté, il passe en général par ces 
points neuf coniques K , dont chacune oscule la couibe 
dans quelque autre point; de ces neuf points d'oscula- 
tîon, trois sont réels et six imaginaires, et nous les dési- 
gnerons par 3R et 61 ; parmi les neuf coniques aussi, il 
y en a trois réelles et six imaginaires -, parmi les neul' 
points d^osculation 3 R -h 61, il y en a toujours douze fois 
trois qui sont sur une même conique K^ avec les points 
A , B, C ; de ces douze coniques K, , il y en a quatre réelles 
et huit imaginaires; et d'autres propositions sur les co- 
niques. Une tliéorie analytique abrégerait considérable- 
ment les énoncés et les démonstrations de ce genre de 
propositions dont le nombre est illimité. 
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29. Sur le quadilatère circonscrit au cercle ; par M . le 

professeur!. Steineb ^ 3o5-ciio. 
On lit dans les traités de Géométrie qu'un quadrilatère 
n*est circonscriplible à un cercle que lorsque les sommes 
des côtés opposés sont égales^ cette proposition est défec- 
tueuse et incomplète, et ne se rapporte qu'au quadrilatère 
convexe. Voici l'énoncé complet : Tout quadrilatère dans 
lequel la somme des deux côtés quelconques est égale à la 
somme des deux autres , ou dans lequel la différence des 
deux côtés quelconques est égale à la différence des deux 
autres, est circonscriptible à un cercle, et réciproque- 
ment. Discussion des divers cas. 

30. M. Crelle. Mémoire sur les différentes manières y ctc, 
(fin du Mémoire V, n^ 26); 3ii-34o (janvier i844)- 

31 . De residuis cubicis disquisitiones nonnullœ analy- 
ticcBy auct. E. KuMMER, prof. Vratislaviae; 34i-359. 
L'auteur déclare n'avoir pas pu se procurer le travail 

de M. Lebesgue sur les résidus cubiques. (Liouville^ 
t. IV, 9-59, 1839.) 

32. Développement d'une Jotinule qui donne en même 
temps les nombres de Bemoulli et les coefficients de 
la série qui exprime la sécante (en français) \ par 
M. O. ScHLÔMiLCH , professeur à l'Université de lena ; 

36o-364- 

FaC'Simile d^un manuscrit de Newton, 

Lettre en latin adressée à Leibnitz , en date de Cam- 

bridge le -7 octobre 1693. Aous la donnons ici parce 

qu'elle jette du jour sur les relations de ces princes de la 
science : 

<( Litterae tuae, cum non statim acceptis responderem , c 
manibus elapsse inter schedas meas diu latentes, nec in eas 
ante hesternum diem incidcrc potui. Id quod me moleste 
liabuit, cum amicitiam tuam maximi faciam, teque inter 
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summas hujus saecuU geomelras a multis rétro annis ha- 
buerim qucmadmodum etiam data omni occasionc testa- 
lus sim. Nam quamvis commercia philosophica et ma- 
thematica quam maxime fugiam , tameii metuobam ne 
amicitia nostra ex silentio decrementum acciperet, idquc 
maxime cum Wallisîus noster Historiam algebrae in lu- 
cem missurus, nova aliqua e litteris insérait quœ olimper 
manus D. Oldenburgi ad te conscripsi, et sic ansammihi 
dédit ea etiam de re ad te scribendo, postulavit enîm ut 
methodum quandam duplicem apcrirem quam litteris 
transpositis ibi celaveram. Quocîrca, coactus sum qua 
potui brevitate exponere methodum mcam fluxionum 
quam hac celaveram sententia : Data œquatione quanti- 
tates qaotcunque Jluentes ins^olvente, invenirejluxionesy 
et vice versa. Spero autem me nihil scripsisse quod tibi 
non placeat, et siquid sit quod rcprehensione dignum 
censcas ut litteris idmihi sîgnifices, quoniamamicospluris 

facio quam inventa mathematica Volui me tibi 

amicum integerrimum esse et amiciUam tuam maximi 

facere. Vale. Datum Cantabrigiîc , octob. -^ 1693. » 

La lettre où New^ton annonce à Leibnitz l'invention du 
calcul fluxionnel, sous une forme anagramma tique , est du 
23 juin 1676 ; et Leibnitz a publié sa notation et hiérar- 
chie difTérentielles , la première fois dans les Actes de 
Leipsig, en 1684. U est évident que New^ton était bien 
persuadé que Leibnitz avait inventé de son côté un calcul 
semblable au sien , et que TidJe d'un plagiat ne lui est 
jamais venue k Tesprit. C'est ce qu'il dit d'ailleurs dans le 
célèbre scolie de la première édition des Principes. Ce 
n'est qu'en 1699 que le brouillon Fatio de Duillera sou- 
levé une question de priorité en faveur de l'Angleterre, 
et a trouvé moyen dVnvenimer la questioif par l'excita- 
tion de l'amour-proprc national. 
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THÉORÈME PROPOSÉ Ali CONCOURS GÉNÉRAL DE iU9 

( M«UièinatIqaet élémentaires, rolr p. 315 } ; 

RÉDIGÉ PAR Al. E. LORIEUX, 

Élève du lycée Mon(re. 



Étant donné un parallélogramme ABCD, on mène une 
droite lAJ perpendiculaire à ses deux côtés opposés A6, 
CD, laquelle rencontre le premier côté en a\ et le pro- 
longement du second en a] cette droite rencontre les 
deux autres côtés AC, BDen i' et i, et les deux diago- 
nales 6C, AD en c' et c. 

On. demande de prouver que les circonférences des 
cercles décrits sur les trois segments aa\ bV^ cc\ comme 
diamètres, ont les mêmes points d^intcrsection. 




\ I 



On pourra examine^ si le théorème aurait encore lieu 

Ann. de Malhémat., l. Vlll. (Oolobrc iSJç).: ^4 
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dans le cas où la droite LL' serait oblique aux deux côlés 
AB, CD, au lieu de leur être perpendiculaiix3. 

Construisons deux des cercles , par exemple ceux qui 
ont pour diamètres cm! et hV , Soit I un de leurs points 
d'intersection. Abaissons de ce point sur V c la perpendi- 
culaire IH. Dans le cercle a'I«, «'H X flH = HI ; dans 
le cercle V\h, fe'H X h\\ =z ÏÏÏ* . Donc 

Or 

Remplaçons ces lignes par leurs valeurs dans réquation 
précédente , nons aurons 

<7'H X «H = (Z^V H- a'H) (aH — ab) 

= b'n' XflH-+-fl'HX«H — b'a* >C. ab ^ a'Wy^ab , 

d*où Ton tire, en réduisant, 

AVXrtH = 6Vx«^ ■^a'Hx<î^. 
Mais aH^=aa' — a' H. Substituant, il vient 

bW (aa' — rt' H) = b'a' X fl/^ -h « ' H X rt^, 
ou bien 
(i) a'^(ab -h b'a!) = b'a'{aa' — ab) =a'b' X a'b. 

Les triangles Da6, a'b^ sont semblables, puisque les 
lignes Aa' et CD sont parallèles. Ils donnent la proportion 

ab\a'b\\\>a\a'^. 
Par suite 

/ifl':fl^::Da-+-fl'B:D« 

\a'b :/i'B, 

d'où 

^fl'XÏ)^ ,, na'^ n'B 



(371 ) 

Les triangles semblables b'Ca et hb'a' donnent 

a'b' :b'a :: Ka':Ca, 

On a , par conséquent , 

d'où 

a b •=z — 

Ca— Au' 

Remplaçons, dans Tëquàtion (i), «i, a'V et ah par leurs 
valeurs 

\Dû + «'B C« — A/i'/ \C/i — A«7 \D«-h/i'B/' 

ou bien 

a'H[Da{Cû — An') -h A«'(D/i -+- «'B)] 
= a' h\aa' (D« -f- «'B) — aa' X D/?], 

ou bien encore 

û'H (Da X Ctf -h Ko! X <»'B) = aa! X Aa' X fl'B, 

d^oùl'on tire 

^, flg^XAfl^Xtf'B 

~~ Dfl X Cfl H- Afl' X «'B 

Traçons maintenant le cercle qui a ce' pour diamètre \ 
soit r un de ses points d*intersection avec le cercle dont 
le diamètre est oa'. Du point \ abaissons sur V c la per- 
pendiculaire m^, et calculons a' H' comme nous avons 
calculé a'H. Pour cela, nous remarquerons' qu'en chan- 
geant & en c et hl enc' dans l'équation (i), nous avons 
Téquation 

» a' H' [ac -h a'c') = a'c' X a'c. 

Les triangles a'C'B, c'Ca sont semblables, puisque les 
lignes AB et CD sont parallèles. Us donnent la proportion 

a'd \c!a \\ n'B: C/z, 
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d'où 



I j 



aa' \ca' \\a'^-\-Ca\a'h, ot a'c — ,^ . ^ 

a B -f- \*n 

Les triangles semblables ï)ac^ hca' donnent 

Par suite 

aa' : r/i : : A fl' — Dn : Dfl 

d'où 

rt/ï' X D« , <!«' X A//' 



i'U 



f et rfl'=: 



Art'— Dfl Art' — D/i 

Substituant ces valeurs dans Téquation (a), il vient 
, r /na' X DrtX ('^^Xj^rt^\ 1 _ / na' Xa^ \ /rtrt'xA/r 

ou bien 

rt'U'[Drt (rtB' H- Crti -^ '»rB(Art' — Drt)] = rtrt'.VBx Afi'\ 

d où Ton lire 

rt H = 



Drt xCfl-f- rt'Bx Art' 

C'est la valeur que nous avions trouvée pour a' H. 
Donc le point H' coïncide avec le point H.. Mais les points 
I et r d'intersection se trouvent à la fois sur la perpendi- 
culaire élevée en ce point et sur le cercle dont le dianictn* 
est aa'. Donc ces deux points coïncident aussi. Il en est 
de même pour les points situés de Tautrc côté, qui sont 
symétriques. 

Pour trouver les équations (i) et (2), nous n'avons fait 
aucune hypothèse, si ce n'est que sur trois segments quel- 
conques d'une ligne comme diamètres , nous avions décrit 
trois cercles, et que des points d'intersection nous avions 
abaissé une perpendiculaire sur cette ligne. Pour obtciiii 
les valeurs de a' II et de a' II', nous ne nous sommes servi 
que du parallélisme des côtés AB et CD, et nullement (!<' 
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celui des deux côlés AC et BD, pas plus que de la perpen- 
dicularité de la ligue aa^ sur les côlés AB, CD. Ces deux 
conditions de Ténoncé sont donc inutiles, et compliquent 
la question quand , suivant les règles de la méthode, on 
cherche à les faire entrer dans la démonstration. Il aurait 
fallu donner un trapèze ABCD et une sécante quel- 
conque aa'. 

Le parallélisme même des deux côtés AB, CD est-il une 
simplification? La démonstration n'est-clle pas aussi sim- 
ple quand il s'agit d'un quadrilatère quelconque? Alors, 
en elFet, tout se borne à considérer un seul triangle. 
Dans le cas d'un trapèze ou d'un parallélogramme, le 
sommet de ce triangle est à Tinfinî. 



E 




Soit ABCD un quadrilatère quelconque, cl répétons 
les mêmes constructions. Soit E le point d'intersection 
des deux côlés AB et CD prolongés. Les équations (i) et 
(2) subsistent toujours. Il nous faut, comme préccdem- 
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ment , calcuter les lignes ab^ lia' et a^h pour obtenir la 
valeur de a' H. Au lieu des triangles semblables, nous 
prendrons ici les transversales BD et C&^ par rapport au 
triangle Eoa'. La première nous donne 

(M) n6 X û'B X ED = EB X W X Da, 

d'où 

ah ^ BE XDfl 
ah' ""o'BXDE' 

Quand AB et CD sont parallèles, les segments BE, DE 
sont innnis et , par conséquent, ^aux 5 il reste --777="Tn " 

ou la proportion que nous avaient donnée les triangles 
semblables Da&, ai'B. Nous poserons ce rapport égal à 

R. Ajoutons I aux deux membres, — ^-^ — = K -h i. 

Mais ah -h ha' = au' ; donc 

an! „ , , aa' 

t-t = Kh-i, et ha' = -- 

ha'^ K -+- 1 

Nous avons aussi 

ah == aa' — ba' = aa' — = 

K4-1 K-l- i 

La transversale C£' nous donne 

(N) ah' X AE X Oï = ^df X Aa' X CE , 

d'où 

ah' __ C flX AE 

i^ ■" Â^*' X CH ' 

rapport que nous poserons égal à R. Retranchant 1 de 
part et d'autre, il vient 

h' a ~ a' h' 



11J 



n'h 



= R— I. 



Mais aV — Va^ z=^.a(i\ donc 



aa _ ... aa' 



^^, = R-., ,., >n-=r.^_^ 
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Substituons ces valeurs dans réquatiou (i), nous aurons 



, /«fl'.K aa' \ aa! 



) . 



On peut diviser le tout par aa! et réduire cette équation , 
qui devient 

«'H(K.R4-i)=û<i', doù a'H= '''' 



K.RH-i 

Remplaçons K et R par leurs valeurs, et nous avons 

aa' X CE X DE X Ka* X Bfl' 



a'VL=^-: 



AE X BE X C« X D<i H- CE X DE X A«' X B«' 

Si 'nous prenons le cercle décrit sur ce* comme dia- 
mètre , les transversales AC et BC par rapport au même 
triangle Eaa' nous donneront deux équations qui corres- 
pondront, la première à Téquation (M), la seconde à 
i'équation (N). La transversale A c nous donne 

( M' ) ac X DE X A a' = va' X Da X AE. 

La transversale RC nous donne 
(W) a'c'XûCX BE=r'rt XCEX Bû'. 

\ous avons en outre 

ac -f- c'a :=■ aa' et a' c ^ ac =: aa' . 

Les équations (M') et (N') ne diffèrent des é(|uations (M) 
et (N) que parce que B est changé en A et A en B. Tout 
étant du reste symétrique, la valeur de a*\V ne diilërera 
de celle de a' H que par ce seul changement. Mais, malgré 
ce changement, la valeur de a' H re&te la meme^ donc le 
point H' coïncide avec le point H, et les trois cercles ont 
les mêmes points d'intersection. 

Nota. La question n^a pas été résolue au grand con- 
cours, et aucun prixdccerné. Comme nous Tavons déjà 
observé en 1847 ^** 1848, la question élémentaire est plus 
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difficile que celle des mathématiques supérieures. D'ail- 
leurs, pourquoi confisquer toute la science au bénéfice 
de la géométrie analytique? Pourquoi ne pas proposer à la 
classe supérieure des questions de géométrie supérieure , 
de géométrie de Tespace (*) ? Tm. 



SOLUTION M Lit QUESTION 198 

(voir I. VII, p. 448); 

Par m. Eue. JUBÉ, 
Profoaseur au lycée do Saint-Omer. 



Problème. Tromper la courbe en^feloppe de toutes les 
hyperboles équUatères concentriques et coupant ortho- 
gonalement une même droite donnée. 

Solution, Je prends pour origine le centre commun 
des hyperboles, et pour axe des x une parallèle à la 
droite donnée. Celle-ci aura pour équation y^=.a^ et 
l'équation d^une quelconque des hyperboles sera de la 

forme 

jc* — 7' -h kxy = B. 

Une normale en un point j/j^' aura pour équation 

et pour que cette ligne soit la droite donnée y = a^ il faul 
que Ax' — 2a = o(le dénominateur ne pouvant pas être 

infini), ce qui donne A = —p. Comme le point (« , x') est 
sur rhyperbole , ou a 

Jr'' — rt' -4- Art .r' = B , (l'où .r" -{-n'^B, 



(*) A paraître prochainement, une solution élémentaire très-simple 
par voie de vérification de la question cUmcntairc. 
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Une quelconque des hyperboles équilatères, qui oui la 
droite donnée pour normale , sera donc déterminée par le 
point où cette ligne la coupe orthogonalement , et aura 
pour équation 



2fl 

y^ 4- -yyx = x'^ -h a 



En diflerentiant par rapport à x'^ et éliminant cette 
variable entre Téquation de Thyperbolc et sa dérivée , on 
obtient pour Téquation de Tenveloppe 



X 3 2 



x' — ^'— ri'=3rt'x*7'. 



SOLUTION DU PROBLfiMB 202 

(Toirt. YIIi,p. «S); 

Par m. JANFROID, 

Bachelier es sciences malhcmatiques. 



Si deux paraboles , qui ont une tangente commune et 
un foyer commun, se coupent sous un angle constant, 
leur point d^ intersection décrira une circonférence de 
cercle. 

Je prends pour axe des x une droite passant par le 
foyer commun et perpendiculaire à la tangente commune, 
et pour axe des y une perpendiculaire à Taxe des x au 
foyer F. 

L*équation focale d'une parabole, le foyer étant l'ori- 
gine, est 

( 7' -h X') (X-^ 4- / '') = [k'x -4- X-x - p) , 

ou, en divisant tous les termes par A*, et posant y =//i 



p 

01 ^=„. 



iy\+ -t') (' + '«') — {"ly -^-x — n)\ 
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Soit X = — a l'équation de la droite AA' 5 la coiiditioii 
de taogcncc à cette droite est 

/i -f- 2« = o, 

alors Féquation de la parabole est 

(i) (7» -h ^') (1 -4- wi') = {mjr H- j: -h 2û)'. 

Soit 

(2) ( J' 4- J^') (i -h /«") = (//// -h X -h 2a)' 

Téqualion d'une seconde parabole, ayant le même foyer F, 
et tangente aussi à la droite A A'. 

Exprimons que ces deux courbes se coupent toujours 
sous le même angle. Pour cela, soient x, j^ les coordon- 
nées de leur point d'intersection , le coeflBcient angulaire 
de la tangente en ce point à (1) est 



et à (2) 



a 


— 




m^x 


"KT 


— 2rt 


r — 


mx — 


lam 


a' 


— 


— 


m'»- 


— m' Y 

• 


— 2<3 


Y — 


m' X — 


2 am' 



Soit V la tangente de Tangle constant sous lequel les tan- 
gentes doivent se couper, on devra avoir 



a! — a 



= V. 



l -h OLCt! 

Remplaçant et développant, on a 

{m — m' ) [{m 4- m' ) xy — j' — mm'x"- — 2 m( i -f- mm')x — 4 ^' 1 _ \ 
^ ' (1-+- //////' ) [ j- — (/« -f- m' ) xy -+- mm'x'^ ~l~4 ^ "] — ^ ^ ("' — nt^x 

L'équation (i) développée donne 

2 r (.r -+- 2fl) r- — kaia^ x) 

^^ X' x" 

Et comme 1 équation (2) donnerait la même équation en 
m', il sVnsuit que les deux racines de (4) sont les \alrurs 
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de m et de ni! \ on en tire 

m -^m' zn -^^ L , ntm' = -!L_i L 

x^ x" 



m 



— yw' = ^ V^fl ( j' 4- jr») (x -h a). 



Substituant dans (4), on trouve, en supprimant le fac- 
teur commun et élevant au carré, 

On a ainsi un cercle dont les coordonnées du centre sont 

4r = — , ^=0, et R=— î^rr 



Si Tangle est droit, le rayon du cercle devient nul, et Ton 
a X* +7* = o , ce qui donne l'origine. 

Si Tangle diminue, le rayon augmente et le centre 
s'éloigne; et si Fangle est niri, le rayon est inflni et le 
centre se trouve à Tinfini. 



DEUXIÈME SOLUTION DU THÉORÈME 178 

(Toirt. vu, p. lU); 

Par m. LEMOINE, 

Professeur à Nantes. 



Par le foyer d^uue ellipse on mène deux cordes rectan- 
gulaires, dans le cercle décrit sur le grand axe conmie 
diamètre ; les deux cordes sont égales à deux diamètres 
conjugués de rdlipse. Et si l'on mène par le centre, dans 
le cercle, un diamètre parallèle à l'une des cordes, il est 
partagé par l'autre corde en deux segments égaux aux 
rayons vcclcurs qui vont du foyer aux extrémités d'un des 
diamètres conjugués dans rellîpse. (Steiner.) 
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La solution donnée par M. Janfroid est fort élégante^ 
la suivante semble plus directe. 

Si par un point situé à Fin teneur d'un cercle on mène 
deux cordes perpendiculaires entre elles, la somme de 
leurs carrés est constamment égale à 8R' — 4 ^'9 K. étant 
le rayon , h la distance du point au centre. Donc, dans le 
cas de l'énoncé , 

r 4- /'' = 8û»— 4(a» — b") = 4a» -h 6*= {lay -h (26)*. 
Les deux coixles sont en conséquence égales à deux dia- 
mètres conjugués deTellipse, si elles sont comprises entre 
ses deux axes. Or, / étant >> /', on a l<^'Àa\ par suite, 
la relation elle-même donne V <^ixb. Donc le premier 
point est démontré. 

L^kjuation polaire de Tellipse est 









9— - 

I 


P 

C 

-h -rosw 
a 




celle 


du cercle 


sera 














r-' 


-+-2Cp 


COSbi 


— ^'=: 


0. 



Comme les racines de cette dernière équation , qui ré- 
pondent à toute valeur donnée de w , sont de signes con- 
traires, leurs valeurs absolues répondent Tune à ^t), T autre 
h w -h TT. Donc 



/ ^=: p' -h p" = a V r' cus^o) -i- b'. 

Soient X ox y les coordonnées de Tune des extrémités 
du diamètre égal à / dans Tellipse rapportée à ses axes. 
Il viendra 

d'où 

x" = a- cos'w, .r m ±a coso). 
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iVIais si l'on mène parle centre un diamètre sous Taugle r,) 
avec Taxe focal , il sera perpcndîculaîre à la corde /', il la 
coupera donc à une distance du centre égale à c cos&). L(*s 
deux partie^ dû diamètre , dans le cercle , serom donc 

n — r coso) et « -+- r cos&>. 

D'autre part, les deux rayons vecteurs menés du foyer 
aux extrémités du diamètre dans Tellipse, seront 

rî : — fl r- a — r rosw , 

a 



■ 



a 



Ce sont bien les mêmes valeurs. 



NOTE 

Sir Varlicle relatif à la plis coirte distaice Ac de» droites , et sir ii 

théorène de M. Dipii 

(voir I. Vin, p. S3«); 

Par m. LEBESGUE. 



La formule (c), page 240, est due à M. Joacbimsthal , 
qui l'a donnée dans le paragraphe Vide son Mémoire sur 
les lignes les plus courtes , et sur les lignes de courbure 
des surfaces du second degré. Cet intéressant Mémoire se 
trouve dans le tome XX VI du Journal de M. Crelle. 
J'avais eu le tort de ne pas le lire d'un bout h Tautre. La 
belle formule de M. Joacbimsthal facilite bien des démons- 
trations. Je prendrai pour exemple le remarquable théo- 
rème de M. Dupin : u Trois surfaces qiii se coupent deux 
à deux orthogonalement en tous les points des intersec- 
tions, se coupent suivant des lignes de courbure. » (Dthc- 
loppements ite Géométrie, p. 333: 181 3.) 
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Voici la (lém'onslraliou même de IVl. Dupin, mais 
abrégée au moyen de la formule en question. 
Soient 

(l'i X<lc 4- Ydy ■+- Zdz = o, * 

(2j X,</xH-Y,rfrH-Z,rfz=: o, 

(3) Xj/Zx 4- Y,^(r -H T^.dz = o 

trois surfaces; la condition de perpendicularité est ex- 
primée par les équations 

(XX. -f-YY, -hZZ, = o, 
[a) X.X,-|-Y,Y,-+-Z,Z, = o, 

(x,X.-f-Y,Y,-hZA = o; 

et pour que cela ait lieu eu tous les points de l'intersec- 
tion , il faut poser, en différentiant, 

i(XrfX, H-Y^Y, 4- ZrfZ.) -h (X,//X -h Y.rfY 4- ZdZ) =o, 
(X, €/X,-hY, //Y, -f- Z, dZ,) 4- (X, ^X, 4- Y, ^ Y, 4-Z^Z,)= o, 
(X,rfX 4-Y,^Y4- Z,rfZ)4- (X^X, 4- Yrflf , 4-Z</Z,)=o. 

Mais remarquons que les équations (i) donnent 

IdlLdx -^dYdy 4- dZdzz=io, 
dXidx-hdY,dy-hdZidz=:o, 
dX^dr 4- dY^dx'hdZ.dz^zo. 

De plus , Tintérsection des surfaces (2) et (3) étant per- 

pendictilaire à la surface (1), la tangente à rintcrsectioD 

sera normale à la surface; de là résulte que les cosinus 

dx dr dz . 1 . 

— » -7-9 -r- seront proportionnels aux cosinus 

X:v/X'4-Y*4-Z% Y:^X'4-Y»4-Z% Z:V'X»4-Y=4-Z% 

ou dx^ dj^ dz proportionnels à X, Y, Z. Ainsi Ton 
aura , d'après les équations (c) , 

J XrfX, 4- YrfY, 4- ZrfZ, = o, 
^^ f X//X, 4-Yf/Y,4-ZrfZ, = o. 

On doit congjurc de là que les équations (h) se partagent : 
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la première douue 

•>') X, ii\ -h Y, r/ Y -h Z, £/Z = o 

avec l'une des équations (d). 
Mais comme des équations 

X,//x-|-Y,r/r4-Z,r/2=:o, X.Xh-Y.Yh-Z.Z — o 

on tire 

X. Y^ ^ Z, 

Ydz — Z (ly Zdx — Xr/s X dr — Y//.r ' 

réquation (e) devient 

iiX(Yrf»— Z<<r)-f-rfY(Zf/x— X^3) 4- rfZ(X//r — Y//jc)= o, 

ou bien 

dU:(Y^Z — Z^Y)-f-r/r{Zr/X— Xr/Z) t-rts(Xr/Y — Y^x)=:o; 

c'est-à-dire Féquation (i) des lignes de courbure. 



COMPOSITIONS ÉCRITES 
les sii séries tes ks^ielles ci a fartage les eailidals i rBrelr 

Pilyteduiqe fc Paris 

( Toir I. VU, p. SlB ). 



Première série. 

1^. En quoi consiste la similitude de deux systèmes 
de points ? 

Qu'entend-on par lever le plan d'un terrain dont on 
suppose , pour plus de simplicité , tous les points dans mi 
même plan ? Exposer comment on peut résoudre ce pro- 
blème par la géométrie simple ou par la trigonométrie, 
sans entrer dans aucun détail d'instrument et d'appareil. 

Trouver le lieu des sommets des hyperboles ayant une 
asymptote commune et un foyer commun. 
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'1^. /Vuraclions et répulsions électriques ; machine élec- 
trique. 

Iode ; ses propriétés et sa préparation. 

3°. Trouver les projections et le rabattement de Tin- 
tersection d^uu plan et d'une surface engendrés par une 
droite glissant sur trois autres données de position. 

Deuxième série. 

1°. Diviser une demi-sphère en deux parties équiva- 
lentes par un plan parallèle au grand cercle, base de la 
demi-sphère. Calculer à o,oi près la distance du centre de 
la sphère ii ce plan ; discuter et interpréter les trois racines 
de l'équation du problème. 

Composition des couples^ réduction d'un système quel- 
conque de forces à une force et un couple. 

2^. Déclinaison et inclinaison de l'aiguille aimantée; 
électrophore. 

Soufre^ ses propriétés , son extraction. 

3". Trouver les projections des intersections successives 
d'une demi-sphère avec une droite qui se meut parallè- 
lement à elle-même le long de la circonférence du grand 
cercle, base de la demi-sphère. 

Troisième série. 

Continuité des fonctions algébriques et logarithmiques, 
quand la variable varie d'une manièix: continue. Lieu 
géométrique des centres de gravité des trapèzes ayant 
même surface , deux angles droits et le côté perpendicu- 
laire aux deux bases commun . 

2°. Baromètre 5 machine pneumatique. 

Oxygène-, ses propriétés, sa préparation. 

3**. Trouver les projections rt le rabattement de Tin- 
tersection d'un plan avec la surface engendrée par une 
droite s' appuyant sur doux autres droites données et iv$- 
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lant conslainment tangente à un cylindre de révolution 
dont Taxe estperpendiculaircàrundesplansdeprojection. 

Quatrième série. 

I ^. But que Ton s'est proposé en introduisant les signes 
en trigonométrie. 

Une ellipse tourne autour de son centre 5 trouver le lieu 
des intersections de son axe focal avec une tangente à 
cette ellipse qui reste constamment parallèle à une droite 
donnée. 

2**. Condensateur électrique et pile voltaïque; leurs 
théories. 

Carbone; ses propriétés, son extraction. 

3**. Trouver les projections, le rabattement et la lan- 
gente en un point déterminé de l'intersection d'un plan 
avec la surface engendrée par un cercle vertical tournant 
autour d'une droite verticale située dans son plan et lui 
étant extérieure. 

Cinquième série. 

i^. Objet de la trigonométrie. 

Si d^un point d'un plan on mène des tangentes à toutes 
les courbes du second degré passant par quatre points de 
ce plan , démontrer que toutes les cordes de contact se 
coupent en un même point. 

2**. Attractions et répulsions électriques 5 machine 
électrique. 

Iode; ses propriétés et sa préparation. 

3^. Construire les projections de Tintersection d'un 
cylindre de révolution avec un cône de révolution ayant 
son sommet sur Taxe du cylindre et son axe perpendicu- 
laire à celui du cylindre. Tracer le développement de 
cette courbe lorsque le cylindre est développé sur un plan. 

Ann. de Mathémai., t. VUl. (Octobre 1849.) 25 
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SlXlLME SÉRIE. 

i*^. Pourquoi introduit-on des quantités négatives dans 
les formules de la trigonométrie et de la géométrie analy- 
tique? Comment justîfîe-t-on leur emploi? 

Par le point Doù la directrice d'une parabole coupe son 
grand, axe DX on mène une sécante quelconque DMM' ; 
on demande de trouver le rapport des angles DFM, XFM'. 

2°. Thermomètre; lois de la chaleur rayonnante. 

Hydrogène ; ses propriétés et sa préparation. 

3^. Construire les projectious de l'intersection d'un 
cylindre de révolution avec un cône de révolution ayant 
son sommet sur Taxe du cylindre et son axe perpendicu- 
laire à celui du cylindre. 

Tracer le développement de celte courbe lorscpie Iv 
cylindre est développé sur un plan. 



BIBUMiRAPIIIE {*). 



Traitk élémentaire de CosMOGtAPinE rédigé d'après li* 
programme universitaire, à Tusage des élèves des 
classes de rhétorique, des caudidats au baccalauréai 
es lettres et à l'Ecole militaire; par £. yltèùoty profes- 
seur de mathématiques supérieures au lycée Monge [**) . 
Paris, 1848, in-8"; xiiet 282 pages; 7 planches gravées 
et un planisphère. 

Sous le titre modeste de Cosmographie , on a ici le 
rudiment d'une bonne astronomie planétaire etstellaire. 

( * ) T0U6 166 oiivra(ro$ aiiiioiicés dans les \ouf elles Aanales de Bialht - 
matiques se trouvent chez M. Hacheucr, libraire, quai deW Au{;ustin< , 
w^ 55. 

.*•) Redevenu Ivroe Saint~I.t>uis. 
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Le savant auteur a du faire beaueoup de recherches avaut 
d'écrire, ce qui est rare en France, et il n'est pas dît 
qu'on en fasse même après avoir écrit. Il est si doux de 
rester persuadé , qu'à la faço|i des araignées , comme dit 
Bacon, on a tout tiré de soi-même! Nous signalons une 
heureuse exception. Nous essayerons prochainement de 
justifier cet éloge et d'indiquer quelques améliorations 
dont la rédaction et le contenu semblent susceptibles. 



De novo systemate cookdinatarum. Dissertatio mathe- 
matica, quam ad summos in philosophia honores 
ab amplissimo philosophorum ordinc in Academia Fri- 
dericia Guilelmia Rhenana rite impetrandos scripsit 
et una cum thesibus adjectis die XVII mcnsis Martiî 
A. MDCCCXLIX publiée defendetGuilelmus Stammer, 
sod. ext. sem. Phys. Bonn. Bonnaf*, MDCCCXLIX; 
in-8^; 58 p. , 3 lithogr. 

Voici en quoi consiste ce système isolent x'-H^y* — i=o 
l'équation d'un cercle ; X , Y les coordonnées d'un point 
M situé dans le plan du cercle , et MP, MF deux tan- 
gentes menées au cercle 5 F un point fixe pris sur l'arc PP. 
Soient 

FP=9, FF=:(p'; 
on trouve facilement 



(') 



(^) 



X cos^(^ -+- f) = sin - ((p - «p' j ; 

Ycos-(^ 4-®') = cos-((p — <p'); 

^ = arc tang ^X' -f- Y' — i -f- arc tang --^ 



5p'= arc tang v/X^.H- Y' — i — arc tang " - 



là. 
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Si Jonc F (jc, j ) = o est réquation d'une ligne plane , axt-s 
rectangulaires, en décrivant une circonférence de l'ori- 
gine comme centre, avec le rayon = i, à Taide des for- 
mules ( I ) 9 on peut remplacer les coordonnées x, y par h^s 
nouvelles coordonnées y et y', et vice versa. Si Téquation 
de la courbe est exprimée selon le nouveau système, on 
passe à Tancicn système au moyen des formules (2). Toule 
la dissertation roule sur la discussion de la courbe don- 
née par réquation (p -f- «9' = o. Dans le cas général, la 
courbe a plusieurs branches infinies qui touchent le cercli* 
axe représenté par x* -hy* — i =0. Comme pour tout 
autre système de coordonnées^ il est probable qu'il y a 
des questions où celui-ci présente des facilités. Il ne peut 
s'étendre à la géométrie de l'espace, c'est un inconvé- 
nient. On peut remplacer le cercle axe par une coniquo 
quelconque; alors on n^a plus que des relations diffé- 
rentielles qui peuvent, dans certains cas particuliers, de- 
venir algébriques. On en a un exemple dans le théorèmes 
de M. Chasles, sur les coniques homofocales {^*oir 
tome m, page 426). 

La dernière page est intitulée F^ita. L'auteur nous 
apprend qu'il est né le 10 juin 1826, à Lutzelbourg, 
dans la foi catholique ; que sa mère, Dorothée Cramer, lui 
a enseigné les premiers éléments de calcul , et son père . 
Henri, les éléments des langues. En i838, il est entré à 
Vjéthénée de son endroit, et en i845, il a été admis au 
nombre des étudiants de l'Université de Bonn. Il a fré- 
quenté le cours de mathématiques de M. Plucker, le 
célèbre géomètre, aujourd'hui professeur de physique. 
Cet usage de donner ce genre de renseignements me parait 
devoir être imité; il épargnerait des tourments aux bio- 
graphes futurs, si le candidat acquiert de la célébrité, et, 
en tous cas, cela ne saurait nuire. 

II serait ronvenable d'exiger uiie dissertation mathéma- 
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tique (les aspirants à rciiseigncmciit de la philosophie. Pré- 
tendre enseigner cette science sans connaître les procédés 
et les méthodes de la haute géométrie est une prétention 
qui aurait paru souverainement absurde à Platon, Âristote, 
Descartes, Leibnitz, Gassendi, Spinosa, Malebranche, 
Kant, hommes compétents. Il est singulier qu^aucun de 
nos philosophes ne s'occupe de sciences , soit exactes, soit 
physiques ou naturelles. Pourtant, sans ces connaissances 
fondamentales , la philosophie , devenue une branche pu- 
rement littéraire, dégénèreenunbeauparlage, fournissant 
matière à des écrits éloquents, à des livres plus ou moins 
amples, mais'ne créant, ne fondant rien. Aussi les jeunes 
adeptes de cette école semblent, comme les goules des 
Mille et une Nuits, ne se repaître que de cadavres, et, 
sous le nom à! histoire y ne chercher qu'à repenser ce 
qu'ont pensé dMllustres morts, et qui, s'ils ressuscitaient, 
penseraient, le plus souvent, bien diiléremment. Si ce 
divorce entre la science et la philosophie se continue, 
celle-ci seule aurait à en souffrir et tomberait dans un 
grand discrédit; et toutefois la philosophie est un des 
plus nobles besoins de Tesprit humain. 

Cours d'Algèbre supérieure, professé à la Faculté des 
sciences de Paris; par J.-A. Serrer ^ examinateur pour 
l'admission à TFIcole Polytechnique. Paris, 1849; în-8" 
de 400 pages, 1 planche (chez Bachelier, libraire). 
Ouvrage destiné à exercer une heureuse influence, dans 
les lycées, sur l'étude des mathématiques supérieures, ad- 
mettant qu'on attache un sens à cette nouvelle dénomina- 
tion. Les professeurs trouvent ici réunies des théories très- 
disséminées, formant par leur importance l'Àmc de la 
science. L'exposition est constamment élémentaire; car 
lorsque les échelons sont eu nombre suflisaut, bien placés et 
clairement indiqués, tout devient élémentaire, même les 
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plus hautes abstractious de rarilhmologie , les calculs le$ 
plus compliqués de la Mécanique céleste. Nous aurons sou- 
vent occasion de citer cette importante production, d^enri- 
chir nos Annales de ses résultats, d'en signaler les lacunes 
et même quelques légers défauts. Aux riches, on a le droit 
de demander beaucoup. 



Analyse de l'ouvrage de Stevirart ('*'), intitulé : Quelques 
Théorèmes généraux d\'n grand usage dauts l^s 
HAUTES MATHÉMATIQUES ; par M. Brcton (de Champ), 
ingénieur des Ponts et Chaussées. In*-4^ de 52 pages, 
i849- {ET^trsiil du Journal de Mathématiques, t. XIII, 
1848.) 

Le titre anglais est : Some gênerai theorems of consi^ 
derahle use in the kigher parts of mathematicSy by 
Mattew Stewart. Edimburgfa, 1746. C'est ce premier ou- 
vrage qui a établi tout de suite sa réputation. M. Gérono^ 
mon corédactcur, a en portefeuille une traduction com- 
plète qu'il a faite , il J a plusieurs années , de cet ouvrage 
rare, même en Angleterre. Le problème qui est énoncé 
aux Nouvelles Annales (tome II, page 96) est extrait de 
cette traduction. Ce même problème a attiré Tattention 
de M. Breton , et nous a valu le travail distingué que 
nous devons faire connaître. 

L'ouvrage de Stewart renferme soixante-quatre énon- 
cés, et il n'en a démontré que cinq. Trois de ces propo- 

(*) Né à Rothsay (Ecosse), en 17 17, la même année que d'AIembert; 
mort à Edimbourg, le 33 janvier 1786; il a eu pour successeur, dans la 
chaire de professeur à l'Université > son fils, le célèbre philosophe Du- 
gald Stewart ; succession tellement rare, qu'on n'en connaît fncore que deux 
exemples dans les illustres familles de Rernouilli cl de Herschcl. 11 est vrai 
que Louis Eulor ét^iit un gconièlre de (jrand mcrilc; mais son éclat se perd 
dAns les rayons de rnurcole paternel io. 
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sitions, savoir : la c|iiaiaiite*quaU*ièmo, la quaraiito- 
sixième et la quarantc-huitSènie, sont d'un énoncé ex- 
tivniement général^ les autres propositions en sont des 
sinftples corollaires^ il y a, en outre, quelques ihéorènaes 
particuliers. Le but du Mémoire est de démontrer que les 
trois propositions fondamentales ^onx fausses dans leur 
énoncé général , et ne sont vraies que pour les cas par- 
ticuliers qui forment les autres propositions. Voici une 
de ces propositions analytiquement exposée. 

Soient /«,, 6, les coordonnées rectangulaii*es données 
d'un point; l'indice / peut pirndre le;5 m valeurs de i à 
rn , nombre entier donné •, de sorte qu'on a am coordon- 
nées de m points donnés. Soient a,,, c^ les coordonnées 
rcM^tangnlaires d'un point cherché et à déterminer: l'in- 
dice p peut prendi'e n valeurs de i à /i -4- i , de sorte qu'il 
y a an -H 2 coordonnées de « H- i points à déterminer. . 
On suppose n <[ m — i ; .r , y sont les coordonnées d'un 
point quelconque du plan. Faisons 

Stewart avance qu'on peut toujours délermiucr a^, j3^, , 
de telle sorte que Ton ail Vif lent il è 

(i) s.x,./--- __^'K\ 

OÙ h^ présente un coefficient donné ; dans le membre à gau- 
cbe , le signe S est une somme où Ton prend i Av i l\ vt , ci 
dans le membre à droite la somme s'étend de i à // -f- 1 , 
C'est la proposition quarante-quatrième. L'('quation (i) est 
de degré 2n — i en or et j", et contient, par conséquent , 
«•(^«-f-i) coefficients, lesquels, devant s'annuler, four- 
nissent autant d'équatious entre 2 « -+- 2 indéterminées ; 
lorsque /^ ^ i , le nombre des équations dépasse le uombrr 
des indéleiminées', il reste doue in"*- — n — 2 écpiations 
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de conditions entre les données de la question. La propo- 
sition n'est donc vraie qu'autant que ces conditions sub- 
sistent, et M. Breton démontre que cela n'arrive pas 
toujours. Pour n := 3 , on a dix équations entre six 
indéterminées; mais l'auteur fait un tel choix d'axes, 
qu'on n'a plus que huit équations symétriques entre six in- 
connues. En combinant habilement ces équations , Tau- 
teur obtient une équation entre les données de la question, 
qui devrait être indépendante de ces données et disparaître 
d'elle-même, et il est facile de s'assurer qa en général cela 
n'a pas lieu. Donc la proposition quarante<quatrième n'esl 
pas exacte ; inexactitude qui affecte également les deux au- 
tres propositions fondamentales. Nous n'avons pas le temps 
de vérifier ces calculs; mais le talent et le soin conscien- 
cieux de l'opérateur sont des garanties. M. Breton aura 
rendu un grand service en signalant des erreurs qui remon- 
tent à un siècle , et que la grande autorité de Ste wart a 
empêché de soupçonner. Cette analyse est terminée 
par une table de concordance entre les soixante-quatn^ 
propositions de Ste wart et les articles du Mémoire. A 
Taide de cette table, nous donnerons successivement les 
principales propositions. Ce sont des exercices pour les 
deux géométries, synthétique et analytique. 



OUESTIONS. 



210. D'un pointMpris dans le plan d'une conique, on 
mène deux tangentes MP, MP' à cette conique; r et r' 
étant les rayons de courbure en P et P', on a la proportion 

(L'MPFENBACH.) 



M P' ' 



211. Si Ton prolonge Ir .rayon de courbure d'une 
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coniqae, à l'extérieur, d'une longueur égale à ce rayon , 
le cercle décrit sur ce prolongement comme diamètre 
coupe orthogonalement le lieu géométrique du sommet 
de l'angle droit circonscrit à la même conique. 

(Steinbr.) 

212. Soit DEF un triangle équilatéral circonscrit au 
triangle ABC; A, B, C sont respectivement sur DF, DE, 
RF. Appelons f et y les angles CBE, BCA ^ on aura 



DE = DF = EF = 



asiuf -^ o cosf ô'^ "*~ 7 1 



. I 
sm^ir 



ou 

a = BC, ^ = AC. 

Si en A , B, C on élève des perpendiculaires aux côtés du 
premier triangle équilatéral , on formera un second trian- 
gle équilatéral; la somme des aires des deux triangles 
équilatéraux est 

«' -4- ^' — 2ab ces ( ^ 7f -♦- 7 ) 

. I 
sin ^ir 

lorsque le second triangle est nul , Faire du premier est 
un maximum ; le point de rencontre des trois perpendi- 
culaires est le point dont la somme des distances aux trois 
sonmiets A , B, C est maximum. (Fassbemder. ) 

213. 

log(l — x) (l — x') (l — JT»). . . = fl.X-hûiJr'-h/ïa-î^' 

S(/i) 

-f- . . «n X" 4- . . . . /7„ = — • 

n 
S (n) dcsigue la somme des diviseurs du nombre n. 
21 1. Si l'on coupe un cône droit par un plan <*t qu'on 
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projeUe la scclioii sut uit plan |>i'rp('iuliculaii i- m I axe du 
côiic el meaé par le sommet, la projection aura cv 
somxnel pour foyer, et pour directrice la u-ace du plan 
sécant sur le plan de projection. (Jules VtEiLLE.) 

215. Par tout point â d'une conique passent quatn* 
cercles oecalatcurs, ayant leurs points de contact eu A, 
B, C, D; le ceiicre de la conique est le centre de 
moyenne distance des trois points B , C, D. 

(JOACHIMSTMAL. i 

216. Dans un tétraèdre OâBC trirectangle en C), la 
somme des carrés des tangentes des angles ÂBO, A(X> 
est égale au carré de la tangente de Tangle dièdre qui a 
jK)ur arête BC. (De Sai»t-\ e«am\) 



CONCOURS ftlGRÉGATION POUR LES LYCÉES, EN 1849 

(TOln vil. p 338). 



Composition trau aly se . 

i". Condition d'intégrabililé de IVquation 

X r/x 4- Y (ly -f- Zr/s — o , 

dans laquelle X , Y, Z désignent des fonctions de liois 
variables X, y., z. 

2^. Etant domiéc une surface , et par chaque point iK' 
celte surface une dix>ite qui fait avec les axes cooniou- 
nés rectangulaires d(% angles dont les cosinus sont des 
fonctions continues des coordonnées de ce point, trouver 
les conditions pour qu'il existe une surface normale à 
toutes ces droites. 

y\ Un système de rayons' luminmx normaux à une 
même surface se réilécfait sur une surface donnée : do- 
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monlrcr que les rayons réfléchis soiil aussi normaux à 
une même surface. 

Composition de mécaniqne. 

Deux points matériels pesants s^attircnt en raison di- 
recte des masses et en raison inverse du carré des dis> 
tances^ ils ont des vitesses initiales parallèles et dirigées 
dans un même plan vertical. Quel sera le mouvement de 
ces points ? 



THÉORIE DES LUNULES GÉOHÉTRl(tUEMENT GARRABLES 

d'aprks m. Th. CLAUSES , à Altona. 

(Journal de M. Crelle, tome XXI, page 376; 1841.) 



Soient deux secteurs de cercle équivalents et ayant 
même corde AB, les centres C et C étant du même coté 
de la corde commune^ il est évident que Taire comprise 
entre les deux arcs de cercle formant lunule est égale à 
Taire du quadrilatère ABCC 

Faisons 

AC = r; angle ACB = 2 //< a ; AC' = r'; angle AC'B = 2/ïa; 

on a évidemment les deux équations 

r*/w=r''/î; rsinwa = r'sinz/a; 

d où Ton déduit 

( I ) « ' sin /// a=: m^ sin // a. 

Si m et n sont des nombres entiers, celte dernière 
éc|uation s'exprime rationnellement en sin a et cosa 
(voir t. V, p. 223). 11 s'agit donc de savoir quand celte 
équation est susceptible d'une solution géomcfriqnc. 
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Voici quelques cas : 

(a) w = I ; w = 2 ; 

on obtient les lunules connues d'Hippocrate. 

(b) /n = i; fl = 3; 

Téquation (i) devient 

V 3 sin Gt =: sin 3 a ; 
d'où 

coS2a = -(^ — i); 

2 

radical géométriquement construisible ; on a , à peu près, 

AC ' B = 68«,5 ; ACB = 2o5*»,6. 



on a 



$in3a 2cos2a-|- i * Z^. 4^^*'^*"*"4^50saa-|- i 3 

sin2a 2cosa V 2' acos2a-4-2 a' 



ou 



s/33 — I 

ces 2 a = - 



8 ' 
AC'B == 107", 2; ACB = i6o%g environ. 

(fl) m = l 'y /i = 5 ; 



on a 



sin5a 
sina 



= 4 ^^^^ 2 a -I- 2COS 2 a — I = ^ ; 



d'où 



-1 -t-V(5H-4v/5) 

ros2a = \ — ; 

4 

M'/n — /{(V\9 ; ACB — 234^4 environ 
1/') m=z3'y nz=5; 



un a 
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sin 5 a 4 <^"*' 2 a H- 2 cos 2 a — i 4 /^ . 

sinSa""" 2COS2a+i V 3' 



I» ' 
ou 



cos 2 



^ /5 4 /20 ^ /20 



AC B = ioo°,8; ACB = i68« environ. 

Dans tous ces radicaux, il n'y à qu^un seul signe appli- 
cable à la question. Ainsi , outre la lunule d'Hippocrate, 
ou a encore quatre nouvelles lunules géométriquement 
carrables. En existe- t-il encore d'autres ? 

Note, En projetant orthogonalement les lunules cir- 
culaires, on obtient des lunules elliptiques carrables. Si 
sur les côtés d'un polygone équilatère d'un nombre pair 
de côtés, on construit des segments égaux, alternative- 
ment à l'intérieur et à Textérieur, on construit un poly- 
gone formé de côtés curvilignes, et ayant évidemment 
même aire que le polygone rectiligne. 



GALGIIL AUX BIPPERÈNTIELLBS PARTIELLES [*). (Gharpit). 



On sait que ce sont des questions de physique qui ont 
donné naissance au calcul aux difTérenti elles partielles 
inventé par d'Alembert et Euler \ mais c'est à ce dernier 
et à Lagrange que ce calcul doit ses principaux progrès. 
Dans les équations aux différentielles partielles, une va- 
riable est considérée comme fonction de plusieurs autres 

(*) On dit ordinaircmcnl aux ^Jfércnccs partielles; mais Lacroix 
fait obserrer, avec raison, que 1c vrai mot est différentielles partielles. 
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variabli^s incUipendanicA les unes des autres , tandis que 
dans les équations aux différentielles ordinaires plusieurs 
variables sont considérées comme fonctions d^une seule. 
Or les équations aux difTérentielles partielles sont dites 
résolues lorsqu^on peut les réduire à un système d*équa- 
lions aux difTérentielles ordinaires. Cette réduction est le 
sujet des travaux de Lagrangc dans les Mémoires de l'Aca- 
démie de IWlin, années 1772, 1779 et 1786. En 1772, il 
a indiqué comment il était possible de ramener les équa- 
tions aux diirércntielles partielles du premier ordre à trois 
variables où les coodScients dillércntiels passent le premier 
degré, à des équations différentielles partielles du premier 
ortlre et du premier degré à quatre variables; en 1779. il 
montre transi toi remenl , et en 1785, îl démontre la réso- 
lution des équations différentielles du premier ordre li- 
néaires j c'est-à-dire la réduction à des équations différen- 
tielles ordinaires. De sorte que la résolution des équations 
du premier ordre et non linéaires était trouvée. Toute- 
fois, il parait que Lagrange oublia sa découverte de 1772; 
car en 1785, il regarde cette résolution comme chose 
impossible. En effet, dans le Mémoire cité, on trouve, 
page 188, cette équation 



X et Y désignant des fonctions de x, j^, z, Lagrange dit 
que cette ^nation n'est intégrable par aucune méthode 
connue , que lorsque cos w = o ; car alors elle devient 
linéaire. Un jeune géomètre, nommé Charpit, dans uu 
Mémoire présenté à TAcadémie des Sciences de Paris le 
3o juin 1 784 , donna le premier, en suivant les indications 
de Lagrange, la réduction des équations aux diilérentielles 
partielles du premier ordre, non linéaires, entre m varia- 
bles, à des équations diilérentielles oi^inaires k m~hi 
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variables. On lit dans I.acroix : « l.a mort enleva ce jeune 
homme au moment où îl donnait de grandes espérances, 
et son Mémoire ne fut pas imprimé. » (Calcul différentiel, 
i. II, p. 548; seconde édition, 1814.) 

jNous avons extrait ce qui précède d'un Mémoire que 
M. Jacobi a publié en i842dans le /ourno/de M. Crelle, 
sous ce titre: Dilucidationes de œquationum différent 
lialium vulgarium sjslematis earunufue connexione 
cum œquationibus differentialibus linearibiis primi or- 
(Uni, Dans une note, au bas de la page 3, parlant de 
ce singulier oiihli de Lagrange, îl fait observer que les 
progrès de Fespril humain sont si lents, que lorsqu'on a 
trouvé A = B et B = C , il peut s'écouler un long inter- 
valle avant que Ton conclue que A = C. Dans cette 
même note, M. Jacobi manifeste le désir que M. Liou7 
ville veuille faire des recherches dans les archives de 
TAcadémie pour retrouver le Mémoire de Charpit (*), et 
Tinsérer dans le Journal des Mathématiques. Nous 
sommes en 1849; ^^P^ anpées se sont écoulées, nous no 
savons pas si ces recherches ont eu lieu et quel en a été \v 
résultat. Nous croyons utile d'appeler de nouveau l'atten- 
tion sur le désir exprimé par un illustre géomètre étran- 
ger, dans rintérèt de la science, et qui est, en outre, 
pour nous un intérêt national. Les Nouvelles Annales 
accueilleront avec une vive satisfaction des renseigne- 
ments biographiques sur Charpit, jeté prématurément 
hors d'une carrière qu'il aboi*da d'une manière si bril- 
lante. Cette perte est d'autant plus regrettable, que les 
grands géomètres, comme les grands poètes, les grands 
artistes, s'annoncent presque toujours par des débuts 
mai*qués au coin du génie. 

(*) Lacroix donne l'analyse de ce Mémoire, dés la première édition dr 
son ouvrage, en 1798, le Mémoire existait donc encore ii cette époque 
( voir t. Il, première édition, p. 496 et 5i3). 
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SDR LA GÉNkRALISATION DU THRORHE DR PYTHAG6RR, 

D'APais M. UMPFENBACH , 

Professeur à Giessen. 

(Journal de M. Crelle, tome XXVI, page 91; 1843.) 



Théorème. Soient ABC un triangle plan^ a, i, c les 
côtés respectivement opposés^ A est constant. On a la 
relation constante a** = b** + c^, où n est constant. 

On aura nécessairement 71=2, et A = -7r. 

Démonstration. La relation donnée fournit celle-ci : 

sin" A = sin« B -+- sin- (A -h B). 

Faisant varier B, le membre à droite doit rester constant, 
et, par conséquent, les dérivées par rapport à B doi- 
vent être nulles. Les deux premières dérivées donnent 

sin"-' B cosB -4- sin"-' (A -h B) cos (A-f- B) = o , 

(/i — i) sin"-' B cos' B — sin"B 

-hn—i sin"-' (A -h B) cos'(A -i- B) — sin"(A -+- B) = o; 

remplaçant cos*B et cos' (A -kB) par i — sin'B et 
I — sin' (A H- B) , et faisant les réductions , on obtient 

(/i — I ) [sin--* B -h sin"-» (A -h B)] = « sin" A. 

Cette équation devant subsister, quel que soit B, on doit 
donc avoir n = 2 ; alors 

2 = 2sin'A, sin'A=i, et A = -tr. C.Q.F.D. 

Le théorème de Pythagore n'est donc pas susceptible 
d'être généralisé. 

Observation, Ce théorème a donc, dans la géométrie, 
quelque analogie avec le théorème de Fermât, dans 
Farithmologic. 
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SOLUTION 

De là qnestioii de géométrie proposée en ■âthéBati(|ies élémentaires , ai 

coneoiirs général de 4849; 

Par m. s. 



Il s'agit de prouver que, si une droite LL', perpendicu-- 
laire à deux côtés opposés d'un parallélogramme, ren^ 
contre ces deux côtés en deux points a, a\ les deux 
autres côtés en deux points b, b\ et les deux diagonales 
en deux points c , c', les cii'conférences de cercle décrites 
sur les trois segments aa\ bb\ ce' y comme diamètres, se 
couperont toutes trois aux mêmes points. 





L 
l 

b; 


ny^ 






Vl 


D JW' J 








Première démonstration. On voit immédiatement que 
la question revient à prouver qu'il existe sur la droite LL' 
un point O tel, que les trois produits Oa.Oa', Ob.Oh 
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et Oc*. Oc' sont égaux entre eux. Sous cette forme, la 
question est réduite à une simple vérification qui ne 
présente aucune difficulté. Il suffit d'exprimer cinq des 
segments Oa , Oa', etc., en fonction du sixième, considéré 
comme inconnu , et de voir si une valeur de ce sixième 
segment peut satisfaire à la fois aux deux équations 

Oa.Oa' = Ob,Ob' = Oc. Or'. 

Prenons Oa' pour le segment inconnu , et désignons-]*' 
par X. 

Appelons m et // les deuîi côtés DC, DA du parallélo- 
gramme ; D Tangle qu ils comprennent, et / la distance Da 
de la transversale hiJ au point D. Ces quatre quantités 
m^ 71 , D et / constituent les données de la question : les 
trois premières déterminent, de forme et de grandeur, le 
parallélogramme , et la quairième fixe la position de la 
droite LL' perpendiculaire aux cotés AB, CD. 

Prenons le point O , hypoihétiquement , au-dessous du 
point c' pour que tous les segments Oa, Oa\ etc., soient 
de même signe ^ on aura 

Oa =0a •+■ a' a=x -+- aa' = .r 4- /» sin D , 

Ob —Oa -h a' b—.v-hDa'.tan^ D=xH-/tang Dnr.r-l-/. — ^ , 

cosD 

sin D 



Ob'^Oa' 4-fl' b'z=x -f- Cfl'. tani'D=j:--|-; / — m 

cosD 

Or BK étant perpendiculaire sur DC, on a, dans les 
deux triangles semblables BDR, cDa', 

/ BK. ^ , . A . sin D 

a c = — — Dfl =r / . 



DK m -\- n cos D 

Donc 

/./z.sinD 



Or — J' -\~ 



m -\- n cos D 



Et pareillemenl , 
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AR' ^ , . , /{ sin D 

CK' ^ ^m — /icosD 



D'après ces expressions des six segments , on a 
Oa.Oa'z=x'^-^x . /i sin D , 

^1 ^j/ . sinD . , ,,, , sin'D 

Ob,Oh'=x'^x, 2/ — m) -h /(/— m) — , 

cosD ^ cos' D 

/w^~(2/ — /7t)/icosD /(/— w)/i'sin'D 



Or . Or' rr:j:'-f- j./i . sin D 



/w' — /l'cos-D 



/w- — /i^cos-D 



FLgalant les expressions des deux produits Oa.Oa' et 
Oh .Ob\ on a 

sin D sin' D 

a: . /î . sin D =1 j.' =r (^ / — /«) -h « ( * — w) 



cosD 



cos^D 



D'où Ton tire cette valeur de ar, 



m — m 



sin D 
cosD 



.1' =r 



/icosD — '^2/ — /«) 



L^équation 



Ofl.O/l' -r Oc. Or', 



ou 



x.n. sin D == .r . w . sin D 



/n^* — (2/ — /ii)/icosD /(/ — w)/i'sin'D 



/w^ — /i^cos'D 



m' — /ï^cos'D 



ou 5 en divisant par /isinD, 

/w' — '2 / — w /r CCS 



nr — w-cos" D 



m — //f)/isinD 
///' — /«' ces' 1) 



donne 



l(i — m 



sin D 
rosD 



n CCS D — (2 / — m! 

c'est la même valeur que précédemment. Donc cette 
expression détermine la position d'un point O qui satisfait 
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aux conditions 

Ou ,0a' = 0b,0ù' = Or . Or'. 

Le théorème est donc dcmontré. 

Observation, Ce mode de démonstration s^appliqueau 
cas où la transversale LL' est supposée inclinée sur le 
côté CD; mais les expressions des segments que Ton a à 
calculer sont un peu moins simples par ce qu'elles se cal- 
culent dans des triangles obliques, au lieu de triangles 
rectangles, et quil y entre le sinus de Tinclinaison de la 
droite LL'. 

Deuxième démonstration, La notion du rapport an- 
harmonique fournit une démonstration très-simple du 
théorème. On sait que l'on appelle rapport an harmonique 
de quatre points a, A, r, d situés en ligne droite, une 
fonction de quatre segments compris entre ces points. 

telle que — 7 • t^î et rapport anharmonigue de quatre 

droites A , B, C , D concourantes en un même point, une 

fonction des sinus de quatre angles compris entre cc*s 

, . ,, sin(A, C) sin , B, C) 

droites , telle que - - : -^-~- — ^_. • 

* sin( A, D. sni ^B, D) 

La propriété du rapport anharmoniquc , dont noii> 
allons nous servir, est celle-ci : 

Théorè:me. Quand quatre droites A, B, C, D, con- 
courantes en un même point ^ sont rencontrées par une 
transs^ersale quelconque ^ en quatre points a, b^ c, d, le 
rapport anharmonique de ces quatre points est égal ii 
celui des quatre droites. C'est-à-dire que l'on a 

ac bc sin ( A , C ) , sin (B , C ) 

rt5 ' b€i'~ sin(A, D) " sin (bTdJ ' 

Corollaire. Il suit de là que : Quand quatie droites 
A, B, C, D concourent en un mente point , deux trans- 
versales quelconques les rencontrent en deux séries tic 



( 4o5 ) 

quatre points dont les rapports anharmoniques sont 
égaux. 

Cela posé : soit i le point de rencontre des deux diago- 
nales du parallélogramme. Considérons sur la diago- 
nale DB les quatre points B, c, /, D : le faisceau formé 
par les quatre droites menées du sommet A à ces 
quatre points, et le faisceau de quatre droites menées 
du sommet opposé C aux mêmes points, ont leurs rap- 
ports anharmoniques égaux à celui de ces quatre points, 
et, par conséquent, égaux entre eux; il s^ensuit, diaprés 
le corollaire ci-dessus, que ces deux faisceaux de quatre 
droites rencontrent la transversale LU en deux séries de 
quatre points a, c, c', b et &', c , c', a\ qui ont le même 
rapport anharmonique. Par conséquent , si d^un point P, 
pris arbitrairement, on mène à ces points deux séries de 
quatre droites que j'appelle A , C, C, B et B', C, C, A', 
elles formeront deux faisceaux ayant le même rapport 
anharmonique. De sorte qu'on aura 

sin(A, C) . sin(C^C) _ sin(B % C) . sin(C%C) 
sin (A, B) • sin(C', B) "" sin{B'7A') ' sin(C', A')* 

Prenons pour le point P l'un des points d'intersection 
des circonférences de cercle décrites sur les deux segments 
aa', bb' comme diamètres ; les deux droites A , A' seront 
rectangulaires, ainsi que les deux droites B, B'. Il sVn- 
suît que angle (A, B) = angle (A', B') , et que Tégalilé 
précédente se réduit à 

sin (A, C ) __ sinfA^C^) _ 
sirï(B', C) siii ^B, C) 

ou, en désignant par B'' le prolongement de la droite B 
au delà du point P, 

8i n(C, A) _ sin(C^ AM 
sin(C,B')~ siii.C, B' 
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Or l'angle (A, B') est égal à l'angle (A', B''); Técpiation 
prouve donc que les deux droites C , C sont placées sem- 
blablement, dans ces deux angles ; c'est-à-dire que ces 
deux droites sont également inclinées sur les deux droites 
A et A' respectivement ; d'où il suit qu'elles sont rectan- 
gulaires , de même que ces deux-là , et , par conséquent . 
que la circonférence décrite sur le segment cc\ comme 
diamètre, passe parle point P. C. Q. F. D. 

Observation, Nous n'avons pas tenu compte de la 
forme particulière du quadrilatère, c'est-à-dire du paral- 
lélisme de ses côtés opposés ; de sorte que la démonstration 
doit s'entendre d'un quadrilatère quelconque. Ainsi le 
théorème est vrai pour tout quadiîlatère coupé par une 
transversale. 

Troisième démonstration, JVous nous proposons de 
prouver qu'il existe sur la droite LL' un point O satis- 
faisant aux équations 

[Oa.Oa' —Ob,Ob', 
{a) ^.Ob.Ob' =zOc.Oc\ 

\0c .Oc' =0a.0a\ 

La première équation s'écrit 

Oa _0h' 

(l ou 



0/^ — Otf On'— Ob' ^ 
ou 

On ab 



Ob' b'a' 

On tire, de même, de la deuxième équation, 

Ob' _b'c 
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vl de la troisième , » 

Or' r a 



I I 



Oa ar 

Multipliaul ces trois ëquatious membre à membre , on a 
une équation dont le premier membre est égal à Tunilé, 
et qui se réduit à 

[b] ab,h' c. c' n -- h' a' . ac . c h . 

Cette équation exprime une relation entre les six points 
rt, rt', etc. , liés entre eux par les équations [a] . Réciproque- 
ment, quand six points ont entre eux la relation (fr), il 
existe un point O qui satisfait aux équations [a] ; car les 
cinq premiers points «, a\ b ^ b' ci c étant donnés, on 
peut en trouver un sixième c" tel, que Fou ail, à Tégard 
du point O déterminé par l'équation 

I 
les deux autres équations 

Ob . Ob' = Or . Or", or Or . Or " — Oa . On 

Mais il vient d'être démontré que ces trois é<iiialions 
Gom|K)rlent celle-ci , 

ab.b' c. r" a rzn b' a . ac . v" b . 

Rt puisque, par hypothèse, ou a Téquation (A), on 
conclut de là que 

en en 



v" b c' b 

Ce qui prouve que le point c" se confond avet! le point c' . 
Donc si IVquation [b) a lieu entre les six points n, a', A, b' 
et r, c:', il existera un point O qui satisfera aux équa- 
tions (a). Or l'équation (fe) a lieu; car nous avons vu, dans 
la démonstration précédente, que les quatre points r/, o, 
♦ \ b ont leur rapport anharraonique égal A celui des 
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quatre A', c , c', a' \ de sorte qu'on a 

ac ^d c b'c ^ c' c 

ou 

ac ,d h ,b' a* -=. ah ,V c .d af . 

Ce qui est Téquation (&). Donc les équations (a) ont 
lieu. C. Q. F. D. 

Observation. Nous n'avons fait aucune hypothèse sur 
la forme du quadrilatère; de sorte que la démonstration et 
les propositions qu elle comporte, relativenoient aux équa- 
tions {a) et (6), et aux circonférences décrites sur les 
trois segments oa', bb\ cc\ s'entendent d'un quadrilatère 
quelconque coupé par une transversale menée arbitrai- 
rement. 



ROTATION D'UN GOBPS AUTOUR D'UN POINT FIXE. 

Lieo de Tue du coiple des forées eeDtrifoges,.lonfie le corps l'est sollicilé 

par anciHe force accéléntrice \ 

Par M. G.-J. DOSTOR, 

Docteur es sciences mathématiques. 



M. Poinsot, dans sa Théorie nouvelle de lu rotation 
fies corps j détermine le mouvement de Taxe du couple 
l'impulsion et celui de l'axe du couple des quantités de 
mouvement. Chacun de ces axes décrit un cône du se- 
cond degré , dont la représentation donne une idée claire 
de la rotation du corps. 

L'axe du couple des forces centrifuges décrit aussi un 
cône , mais qui est du quatrième degré. M. Poinsot n'en 
parle pas dans son Mémoire, ot M. Briot n'en fait aucune 
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mention dans les démonstrations qu'il a données des prin- 
cipaux théorèmes énoncés dans ce Mémoire. Cependant 
le mouvement de cet axe appartient à celui du corps. 
Nous croyons donc utile de remplir cette lacune , en don- 
nant le calcul du cône des forces centrifuges. 

Représentons, avec M. Briot, parp, y, r les compo- 
santes autour des axes principaux du corps de sa vitesse 
angulaire , et désignons par A , 6, C ses trois moments 
d'inertie principaux. 

Lorsque le corps n'est sollicité par aucune force accé- 
lératrice , son mouvement est déterminé par le système 

(0 {B^H-{A-C)/>r=o, 

A^ + (C-B)r9 = o; 

et les équations ' 

I (B — A)/?x — (C — B) rz = o , 
^^^ j(B-A)9r-(A-C)rs = o 

fixent à chaque instant la position de Taxe du couple des 
forces centrifuges. 

Pour trouver le lieu de cet axe pendant le mouvement , 
il suffit d'éliminer entre (i) et (2) les variables p-, ()^ r. 

Dans ce but , multiplions les équations (i) par les quan- 
tités respectives C/', B^, Ap, puis par r, <y, p^ et faisons 
chaque fois la somme des résultats^ nous trouvons, après 
avoir intégré , 

A';>'4-B'^' + C'r» = -*% 
L'élimination de ;?, </, r, entre les deux équations (î>.) 
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et ics deux dernières, donne ensuite 

A(A— w)(B— C)' B(B— u)[C — A ' 

^T 1 

'^ ) CfC — tt)(A-B;= 

pour réquation de la surface décrite par l'axe du couple 

des forces centrifuges , dans laquelle — = - = w. Donc : 

Le lieu de l'axe du couple des forces centrifuges dans 
t intérieur du corps est un cône du quatrième d^gré. 
Dans la discussion de cette surface, supposons 

A>B>C. 

11 Y a deux cas à distinguer, suivant que 

— !> ^ !> — ^ : ou que -— ^ ^ ]> — r* 



VB v^A v^C VB 

1^*. Lorsque 2cî est compris entre Taxe moyen el Taxi' 
minimum de Tellipsoïde central , de sorte que A ^ «^ R, 
1 équation (3) prend la forme 

a b c 



'■+' -J -.2 ^2 



dans laquelle «, ft, c désignent la valeur absolue des 
coefficients des trois termes. 

2". Lorsque 2^ est compris entre l'axe moyen et Taxe 
maximum , ou que B ^ « > C , léquation (3) devient 



abc 

j = o, 

.r' r'^ c' 



qu'on rend identique avec la précédente par le changc- 

, a c 

ment de ^ vn - , et reciproqucnienl. 

Il suffit donc de discuter Tcquation (4)- 
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La section faile dans la surface par un plan perpendi- 
culaire à l'axe des z , est déterminée par 

abc 

^^^^ ^rf^MM . • 

"" ' — ™ • 

'• *» '» 4 

X' y y 

c'est une courbe du quatrième degré, symétrique par 
rapport aux deux axes coordonnés, présentant un point 
multiple à l'origine, et renfermée entre deux asymp- 
totes parallèles à Taxe des y , dont les équations «ont 



=±Vr 



La section perpendiculaire à l'axe des y et située à la 
distance ^ = |3 de l'origine est de même une courbe du 
quatrième degré, symétrique par rapport à ses deux 
axes , et comprise entre deux asymptotes parallèles à Taxe 

des xz déterminées par les équations a: = dt |3 i /y 

Enfin, le cône, étant coupé par un plan perpendi- 
culaire a Taxe des jr, présente une section entièrement 
différente des précédentes , dont l'équation est 



o c a 

i' z' a- 



Cette courbe, du quatrième degré, a un point isolé à 
Torigine -, elle est munie de quatre asymptotes , deux à 
deux parallèles aux axes et équidistantes deux à deux de 
Torigine. Leurs équations sont 

La section présente donc quatre branches, situées dans les 
angles qui se trouvent formés par les asymptotes , cl 
tournent leur convexité vers les sommets de ces angles. 
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De ce qui précède , il résulte que : 

Le lieu de Vaxe du couple des forces centrifuges est 
une surface du quatrième degré ^ composée de quatre 
cônes y partant du centre fixe y leur sommet commun, 
et s' étendant dans les quatre angles dièdres formés au- 
tour de Vaxe des .r , en s^ appuyant sur les deux autres 
axes par leurs arêtes extrêmes. 

On peut consulter, pour Tétude complète du mouve- 
ment de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe, 
le Traité de Mécanique de Poisson, h^ édition, i833, 
tome II, page 121; Saiwt-Guilhem : Théorie nouvelle 
de rotation des corps , insérée dans \e Journal de M. Liou- 
viLLE, i836 *, et avant tout, le savant Mémoire qui ter- 
mine les Éléments de Statique de M. Poinsot , que ce 
géomètre, auteur de cette belle théorie, a présenté à 
l'Académie, le 19 mai 1834? et dont M. Briot a démon- 
tré les principaux résultats dans une thèse, qui fut publiée 
en 1842 dans le Journal de Mathématiques. 



SOLUTION DE LA QUESTION 100 

{Voir t. Vin, p. 107); 

Par m. J. MURENT (de CLERMOirr-FKRRAîSD). 



Inscrivant une droite dans Tangle des asymptotes d'une 
hyperbole, de telle sorte qu'elle intercepte un triangle 
dans cet angle, et un segment dans l'hyperbole; la droite 
allant en s^éloignant du centre parallèlement à elle- 
même, la limite de Taire du segment, divisée par Faire 
du triangle , est égale à Tunité. 

Démonstration. Concevons riiyperbole rapj>orlée à 
deux diamètres «'onjugués , dont l'un passe par le milieu 
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de la droite interceptée, Tautre étant alors parallèle à 
cet^c droite. Soient S l'aire du segment, T l'aire du 
triangle et A Taire asymptotique variable ; nous aurons 
identiquement 

S _ T — A _ __ A 

ot , en supposant que la droite s'éloigne indéfiniment du 
centre en restant parallèle à elle-même, 

liiti - = I — hm - • 
T T 

Or, d'après une remarque de M. Terquem [voir 
t. V', p. 388), Taire asymptotique, quoique devenant in- 
finie à la limite, est cependant infiniment petite par rap- 
port à Taire du segment, et, à fortiori, par rapport à 
Taire du triangle; donc 





hm ;j, = o , 




conséquent , 






t 


hm - = I . 





SOLUTION DE LA QUESTION 197 

(Voir l. Vn, p. 448); 

Par m. J. MURENT (de CLEaMOHT^FERRAiiD). 



Une tangente à une conique à centre, étant inter- 
ceptée par deux autres tangentes parallèles; le produit 
des segments formés sur la première tangente par le point 
de contact est égal au carré du demi-diamètre parallèle à 
cette tangente. (Hamiltom.) 
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1 . EUipse. Piviious pour axe des x le diamètre mené 
au point de contact A de la première tangente CAC, et 
pour axe des^ le diamètre parallèle à cette tangente. Les 
axes coordonnés étant ainsi deux diamètres conjugués, 
l'équation de l'ellipse est ^ 

a et b désignant les deux demi-diamètres OA, OB. 

Les équations de deux tangentes parallèles quelconques 
TC,T'C', seront 



où m est variable \ en sorte que le système de ces deux 
tangentes sera représenté par Téquation du deuxième 
degré 

( 1 ) ) ■' — 2 mxY -\- m^x' — a^ m' — b^ =:z o, 

La première tangente ayant pour équation 

si dans (i) on remplace x par a^ Féquation résultante 

r' — 2 may — ^- mr o 

aura pour racines les ordonnées des points d'intersec- 
tion C, C. Le deniier terme montre que ces deux or- 
données AC et — AC sont de signes contraires et donne, 
pour leur produit , 

~ AC'X AC= — ^', 
d'où 

ACX AC'rr:6^ 

2. Hyperbole. On choisira les axes coordonnés comme 
pour Tellipse, et l'on arrivera de la même manière à 
l'équation 

>^ — 2 mny + /;' =: o. 
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Le dernier lermc étant positif, les doux ordonnées ^onl 
de même signe , et Ton a encore 

AC.AC'=rA-. 



SUR UN THÉORÈME DE GOLLINÉATION SPHÉRIQUE^ 

Par m. Félix LAROCHE. 



I.e théorème de coUinéation une fois démontré sur un 
plan [voir t. VIII, p. '295), on passe immédiatement au 
même théorème sur la sphère par la méthode des projec 
tious centrales. 

Supposons au point O (même figure) une sphère tan- 
gente au plan. Par chaque ligne du triangle et le centre 
de la sphère, faisons passer des plans* chacun d'eux 
coupera la sphère suivant un grand cercle, et, à cause du 
contact, les droites perpendiculaires sur le plan donneront 
lieu à des arcs de grands cercles perpendiculaires sur 
la sphère. Donc le théorème subsiste. C. Q. F. D. 

On peut d^ailleurs donner une démonstration par le 
calcul segmentaire. 



THÉORÈMES DE LA GÉOMÉTRIE DE SITUATION, 

D'après M. CAYLEY. 
(Journal de M. CrcHe, t. XXX.I, p. 51.'^, 1846; en français. > 



1. Soient n points dans l'espace désignés par les chif- 
fres 1 , 2 , 3 , . . . , n ^ en les joignant deux à deux , on 
obtient Nj droites^ prenant ces points trois à trois, on 
obtient N3 plans. Menons un plan sécant, il coupera 
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les Nj droites en N, points désignés par la droite sur la- 
quelle il se trouve, par exemple, les points la, i3, 
23 , etc. , et il coupera les N3 plans en Ns droites dési- 
gnées chacune par le plan sur lequel se trouvent, par 
exemple, les droites laS, 124, ^34, etc. Il est évident 
que les trois points pq^ qr^ rp sont sur la même droite^çr; 
on a donc : 

Théorème I. On peut former un système de Nj points 
situés trois à trvis sur Nj droites. 

2. Soit «=r5, on a Nî==io, N, = 10. Les cinq 
points I!?. , 23 , 34 î 45 , 5 1 forment un pentagone , repré- 
sentons-le par A^ il a pour côtés, i23, 234 ^ 345, 43i, 
5 12. Les cinq autres points i3, 35, 52, 24, 4i forment 
un second pentagone B, ayant pour côtés i35 , 352 , 524, 
241 , 4^3. Chacun des cinq côtés du polygone B passe par 
un sommet du polygone A ; ainsi le côté i35 passe par le 
point 5i , le côté 352 par le point 23 , et ainsi de suite ; 
donc le pentagone B est circonscrit au pentagone A , et 
vice versa, le pentagone A est circonscrit au penta- 
gone B j donc : 

Théorème IL La figure composée de dix points y trois 
à vois sur dix droites j peut être considérée (même de 
six manières différentes) sous la forme de deux penta- 
gones y inscrits et circonscrits l'un à Vautre. 

3. Soient n=yy Ni=2i, N8=35; on obtient les trois 
heptagones (12345671); (13572461)5 (15263741)7 c'est- 
à-dire formés par les sept points 12, 23 , 34 ? 45 , 56, 67, 
71, etc. 5 le premier est circonscrit au deuxième, le 
deuxième au troisième et le troisième au premier-, et cette 
décomposition en trois heptagones peut se faire de 
cent vingt manières différentes. On a le théorème général 
suivant : 

4. Théorème III. n étant un nombre premier y le sys- 
tème de N, points situés sur Na droites peut être consi- 
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déré comme composé de polygones de n sommets 

chacun, le premier circonscrit au deuxième, le deuxième 
au troisième, etc., et le dernier au premier^, et cette 

décomposition peut se faire de -^ — -^ • manières. 

On voit que ce théorème se rattache à la théorie des 
polygones étoiles. 

Obseivation, Lorsque n n'est pas un nombre premier^ 
il existe aussi des théorèmes, mais sans élégance. 



TRANSFORMATION RKMARQUARLE D UNE FONCTION DU 

QUATRIÈME DE6RÉ; 

d'après mm. EISENSTEIN et CAYLEY. 

(Journal dfî M. Crellp, tome XXIX, pa(;« Tï/j; ' 18/1'».) 



Théorème. Soit 

u = a^h* -H ^'^' -h r'y* ~^ ^'^'' — '^'iihb^ — lahcf — 'xahdt 
— 2 bgcf — 2 h^de — 7. cdef-\- 4 adf^ + 4 ^^<'^' 5 

jaisons 

i du \ du ^ \ du __ I du 

^ ' j, da ^ db 7, de 2 dn 

Représentons par U ce que devient u en remplaçant a, 
b,c^...^ h par A y B, C,. . ., H^ on a V = u\ 
Démonstration, Faisons 

a'=v,a-^i'\e, b' = i\b^v\f, c' = v,c + ^\g, d' = v,d-^f\h, 
t^ z=zv^-^4^e,f — v^b-^vj, g^=zç,c-hu',gj h' =n',d-^u\h. 

Représentons par u' ce que devient « en y mettant d'a- 
bord a', b\ c\ . . . , /i' au lieu de a , i, t , . . . , A ^ et , ensuite, 

An», de Mathémat., t. Vlll. (Novembre ibjij.) 



2^- 
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pour a', h'^ c',. • •> /*' les valeurs données ci-dessus; il 
vient 

Faisons 

i», =z »•', r= «A — bg — cf — r/c, v^ = — 7. »V/</ — br) , 

on aura 

»',i''j — (>2i'', =tt, d'où n'zzzu^. 

..Or, d'après les valeurs (i), ou a 

donc 

Remarque, M. Eisenstein avait donné sans démonstra- 
tion la formule suivante 

fflirfî _ 3 ^^c' -h 4flr^ -h ^db' — 6a^fr/)^ 

= A'D — 3B'C^-+-4AC^-h4DB^--6ABCD; 

A, B, C, D ayant les valeurs (i). (Crelle, tome XXVII. 
page io5; i844*) 

M. Cayley a démontré cette formule et Ta même con- 
sidérablement généralisée , de cette manière : 

Imaginons la fonction u 

Posons 

x^ = >,ar', 4- \jx\ , Vi = pi/, ■+- pia/',» ^i = v, z\ -+- v.z,, 

Faisant les substitutions, on obtient une fonction de la 
forme 
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Remplaçant dans m les lettres a^ b^ c^, . . , h par a\ //, 
r', ... , //', il vient 

u' = (X, V, -h A, À', )■- [a, ii\ — fi, p'. i' (v, .;, — V2v', )' £/. 

En effet, ehangeant seulement Zi et z, , on obtient, 
comme ci -dessus , 

et changeant dans celle-ci ri et Xt^ il suffit de multiplier 
le résultat par (/^i^', — ^ï^')*^ etc. 



NOIIYELLS DÉMONSTRATION 

De rirrMictibilité de Téfiâtioi i -h x 4- x* -h . . . -h x'"* = o ; 

;? était II loibre preiier ; 

D'APRis M. L. KRONECKER, 

Étudiant à Berlin. 
(Journal di» M. Crelle, tomo XXIX , page ï3o; i8/|5.) 



1. Lemme. p étant un nombre premier, soit a une 
racine imaginaire de Téquation .r'* — i =05 a, ûj... a^_, 
sont p nombres entiers donnés; faisant 

r? -H û, X -h ft..X^ -f- . . . -f- rt^,_ , .r/»-' =:r /"(jt) , 
Ot 

On sait que B est un nombre rationnel entier: on aura 
Démonstration . Posa n t 

(*) Je désigne par le point leibnitzicn placé au-dossus d'un noinbro b* 
multiple de ce nonibiv. 
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on aura 

Faisant successivement x égal à i, a, a*. . . a'*~* , le 
membre à gauche devient d'abord A''"*, et pour les autres 
racines le produit reste toujours égal à B 5 il n'y a de chan- 
gement que dans Tordre des facteurs. Donc la somme de 
ces membres à gauche est A**"* -^ (p — i)B. Prenons dans 
le membre à droite le terme général M„x", la somme sera 

On sait que lorsque n n'est pas un multiple de /^ ce qui 
multiplie M„ est nul ; et lorsque n est un multiple de p. 
ce coefficient est égal à p ; donc 

AP-'-h (/?— i)B=:/7(M. H-M^-H-M,^-4-. ..); 

de là 

B — AP-'=j}, C,Q. F.D. 

Théorîsme il La fonction X=i-hx4-:r*-h...-f-a:'*~', 
ou p est un nombre premier, ne peut être le produit de 
deux fonctions rationnelles à coefficients entiers . 

Démonstration, Soit 

a> et ^ sont des fonctions rationnelles à coefficients 
entiers; ils ne peuvent avoir des coefficients fraction- 
naires (t. III, p. 47)î faisant jc = i, on obtient 

il faut que Tune de ces deux valeurs (]>(i) et ^^ (i) soit égale 
à Tunité et l'autre à p. Supposons donc (p(i) = i ; a étant 
une racine imaginaire quelconque de X = o, on a, d'api-ès 
le lemme , 
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car 

En prenant pour a une racine commune à X = o et 

(p(.r) = o, on aurait donc — ^=Py résultat absurde^ 
donc, etc. 

Remarque. Ce ^héorème fondamental est dans les Dis- 
quisitiones arithmeticœ, p. 599, § CCCXLI ; et Ton en 
trouve aussi une démonstration dans Legendre. Celle de 
M. Kronecker semble la plus simple. 

■ ■ ■ ■ I ■ ■■ -I ■ ■ ■■ — ■■ ■■■! », ■■■^ ■■^l ., , ■ ^ ■ M^ ■ ■ ■ ■ ■ Il I ■■■ ■ ^ 

-■■■ ■ ■■■■■ ■■■■■ M^ I ■ ..-■--» I - 

BÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DE U QUESTION ARITHMÉTIQUE 

( Voir p. 354 ) . 

Par E. C. 



Soit 

S = 7 -h 2ç' -h 37^ H- ... 4- «7"; 
d'où 

S (1 — 7) = V -h 7' -h ry^ 4- . . . + 7" — ''y """ 
7(7"— l) 
7--1 
puis 

Lorsque y = 1, S = -^ on prend, d'après la méthode 

connue, la dérivée seconde^ et Ton trouve S = — > 

^ 2 

comme cela doit être. 

Note. Soit 
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de là 

i S( I — xj = .r" (A„ — A_,) -+- X (A, —A.) -+- x' t'A, —A, - -h... 
^^^ I -+-jc"(A„- A._,) -h.r^'(A«_^, —A,); 

retranchant de la série (2) cette série, multipliée par x. 
on obtient 

IS(i — xj* = x« (A, ■— 2 A_, -+-A-,)-f-x(A, — 2A,-f- A_,) 
-f- x'^ (A, — 2 A, -+- A.) . . .x*(An — 2 A„_, -H A„_,: 
-h x^'(A,+,— 2 A, -hA,^,) -hx-»-*(A,^, -h 2A»^, -1-A,); 

et, en continuant de même, on trouve 

n-\-m 

(4) S(l-.-)- = 2A,A,i*'. 

o 

A,„Ap désigne la différence m**"** des coefficients. On sait 
que Ton a 

mim — I ) / V . 

^m^p r:= A» — /W A„_, H A -_., -h ... -4- ( — l)" Ap_^, 



et Ton rejette comme nuls les indices au-dessous de zéro 
et au-dessus de n ; on ne les conserve que pour faire res- 
sortir l'uniformité de la loi. 

n-hm 

^ indique la somme de tous les termes que l'on ob- 

o 
lient en donnant à p successivement toutes les valeurs 
de o à m-f- /i. 

Il est évident que si la différence m*'"" des coefficients 
est constante, alors la série (4) est une progression 
géométrique; on tirera donc de Téquation (4) la valeur 
de S. Donc, lorsque Ap = F(p), F représentant une fonc- 
tion algébrique entière de />, on pourra toujours trouver 
la somme de la série (i). 
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Exemple : 

A,..* I — .r"i 
A, constant , S f i — ./; ^r - - -h A„.i" — A„.r" * ' ; 

1 — X 

A, constant , S ( i — xy =. ^ '- -}- A^ i ">+ a- ( A , ~ a A^, 

-h.t"-^'(— 2 A„ -f- A;..,) -h A„.z"-^-'; 

A constant , S ( i — .r; =: — '■ h Ao ^'*' -h j: f A , — S A «] 

I — .f 

-f- ^-'(Aj — 3 A, -h 3 A„; -h . . . 

-H .z"-^'(_ 3A„ -i- 3A„„, -h A«_.;; 

4_ .r-^'H- 3A, - A„_.)- A,,^-^', 

el ainsi de suite. 



SIX PROPOSITIONS ARITlINOLOfilQUSS DÉDUITES DU CDWLE 

DÉRATOSTHiNB; 

Par m. Alphonse DE POLÎGNAC, 

Élève de TÉcolc Polytechnique* 



1/opéralion qui feertà obtenir ce qu'on appelle le crible 
(VÉratoslhène fournil un moyen commode d'étudier les 
nombres premiers au moyen de certaines suites que j'ai 
appelées suites dialoiuiques (*). 

Soit la suite naturelle des nombres 

lo, I, 2, 3, 4» 5, 6, 7, 8, 9, lo, II, I?., i3, 
I i4, i5, i6, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,.. , 

Si nous eilaçous tous les nombres de deux en deux , à 
commencer par zéro, nous obtiendrons le tableau {a^. 

(/!,) ^, I , *, 3, 2f, 5, 6, 7, «,9, le, 11 , »*, l3, Î2f, . . 

; ' ) L'auteur avait d'abord adopté le nom de suites dislancivrs. Il con 
i viendrait peul-clre de les appeler suites cribro^ènes. Tu. 
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Nous avons toujours un nombre eflacé compris entre deux 
conservés ; donc , après cette première opération , ces per- 
manences de termes eiTacés se succèdent comme les termes 
de la suite 



(i) I, 1, 1, I 



, . . . , 



que nous appellerons suite diatorrùque de ^^on première 
suite diatomique. 

Si nous effaçons maintenant derechef de trois en trois, 
dans le tableau (^i), nous obtenons le tableau [a^ : 

(a.\ !^' '* *' ^' *' ^' ^' '' *' ^* *^' 

fll, i«-, l3, <^, f&, i^y 17.... 

Nous avons le nombre effacé zéro, puis trois nombres 
effacés entre deux conservés, puis un seul effacé entre 
deux conservés , et ainsi de suite ; de telle sorte que ces 
séquences de termes effacés se suivront dans cette seconde 
opération, comme les termes de la suite (2) 

(2) 1 , 3; 1 , 3; 1 , 3; 1, 3; etc. . . . 

Nous appellerons cette suite, suite diatomique de 3, ou 
deuxième suite diatomique. 

La suite diatomique de 5 serait 

1,5, 3, 1,3, 1,3,5, I, 5,3, 1,3, 1,3,5, i,5, 

<^, I, 1^, I, <j, 0» 

On conçoit dès lors ce que nous entendons par le 
tableau (a„), et par suite diatomique de P„ ou n'''"' suite 
diatomique, P„ désignant le n'^"*'' nombre premier. 

Nous appelons période du tableau (a„) la série des 
nombres consécutifs qui forment la période correspon- 
dante de la «'*"*' suite, et nous entendons par place d*un 
nombre, dans la période du tableau, le rang de ce nombre 
dans la période considérée. 

v^cci pose, nous avons les six propositions suivantes : 
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i^. Toute suite diatomique est périodique, et la période 
commence avec la suite. 

2^. Le premier nombre du tableau (a„), après lequel 
les séquences de termes rayés se reproduisent périodique- 
ment, nombre que nous désignons par ((i P„), est le pro- 
duit de tous les nombres premiers jusqu^à P„ inclusive- 
ment. Il suit évidemment de là que le premier terme d'une 
diatomique quelconque est égal à Tunité*, car, fJiP„ — i 
et fxPn 4-1 ne sont divisibles par aucun des nombres pre- 
miers non supérieurs à P„. Donc, après la n""** opération, 
fxP„ — I et fjtP„-|-i nç seront effacés ni l'un ni l'autre, et 
fxP„ seul sera effacé entre eux. 

3^. Dans toute suite diatomique, la période a pour 
premier terme l'unité , et, dans la série de tous les autres, 
les termes également distants des extrêmes sont égaux. 

4°. Si nous désignons par <f (fxPn) le nombre des termes 
de la période de la w'*"' suite diatomique, (p(|ULP„) sera 
aussi égal au nombre des termes non effacés jusqu'à fJiP„ ; 
or ce nombre est celui des nombres inférieurs et pre- 
miers à llPn^ Donc^ d'après une formule connue, 

ç(f*P„)=: (2-1) (3-1) (5^1)... (?„_,,-!) 
(P„_,-l)(P„__.-l)(P„-l). 

On voit que le nombre des termes augmente très-rapi- 
dement , 

Pour /i = I . . . (p(ftP„) devient i , 

« = 2 2, 

« = 3 8, 

'« = 4 48, 

n=:5 480 . 

5'\ Si nous désignons par S„ la somme des termes d(' 
la période de la n'^"" suite, ou , ce qui revient au même, 
le nombre des entiers inférieurs à f^P» et divisibles pai- 
un ou par plusieurs facteurs premiers non supérieurs à 
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P„ , on aura , d'après les deux numéros prëcëdeutb , 

6^'. Les multiples de P„ occupent toutes les places par 
rapport à la période du tableau (a„.|), et ne les occupeoi 
qu'une seule fois dans chaque période du tableau (a„) , 

Théorème I. Admettons qu'il soit vrai pour la n — i"*^ 
suite-, si celle-ci est périodique, en effaçant dans le ta- 
bleau (a„_i) les nombres de P„ en P„ pour former If 
tableau (a„), je finirai nécessairement par trouver deux 
multiples de P„ déjà effacés et occupant la même place 
relativement à la suite n — i'^»"'. Soient KP» et K'P„ ces 
nombres; alors les termes delà n*'""' suite, trouvés en al- 
lant de KP„ vers K'P„, se répéteront après K'P„ indéG- 
iiiment et dans le même ordre, et, réciproquement^ on 
trouvera ces mêmes termes dans le même ordre en allant 
de K'P„ vers KP„, ou de KP„ vers zéro. Maintenant, je 
puis supposer que la distance entre K'P» et KP» est plus 
grande qu'entre KP„ et zéro 5 donc , puisque tous les 
termes en allant de KP„ vers zéro se suivent dans le 
même ordre qu'en allant de K'P„ vers KP„, il arrivera 
que je trouverai entre KP„ et K'P„ un certain multiple 
/'P„ qui occupera , par rapport à la période de la n — i''"' 
suite dîatomique, la même place que zéro. Donc les termes 
trouvés en allant de zéro vers /'Pn se répéteront indéfini- 
ment et dans le même ordre après r P„ 5 donc , si le théo- 
rème existe pour la suite [n — 1), il existe aussi pour la 
suite [n]. Or le théorème est vrai pour «=15 donc, etc. 

Théorème IL En partant du nombre |tiP„ , et efTaçant 
les nombres de deux en deux ^ puis de trois en trois, puis 
de cinq en cinq, etc., et, enfin, de P„ en P„, on efface- 
rait juste les mêmes nombres qu'en partant de zéro, et 
faisan tics mêmes n opérations. Donc ^P„ est égal au pro- 
duit 2.3.5...P„, ou à un sous*multiple de cr produit. 
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Or ce sous-multiple contenant au moins un nombre pre- 
mier de moins, on ne serait pas dans les mêmes conditions 
que si Ton partait de zéro. Donc, aP = 2.3.5.7... P„. 

Théorème. Œ. Considérons, dans le tableau (a„), deux 
multiples consécutifs de juP.» , par exemple, |aP„ et 2uP„ ; 
il est évident que les termes de la période de la suite (rz), 
qui seront à égale distance de /uiP„ et de 2|!JtP„, seront 
égaux ; le nombre des termes d'une suite étant impair, il 
y a toujours un terme du milieu , et nous pouvons dé- 
montrer que ce terme est toujours le nombre 3 , et 
qu'à mesure qu^on fait croître l'indice des suites diaio- 
miques, les termes, à partir du terme milieu, prennent 
des valeurs fixes, déterminées , et forment une série qui 
jouit de propriétés curieuses. 

Théorème VI. Le nombre des places dans la période 

de la 71 — i •''"' suite est ^ " . Il faut prouver que les u 

places occupées par les multiples de P„ , depuis P,. jusqu'à 
(|:zP„), sont toutes différentes par rapport à la période du 
tableau a„_i. Or cela a lieu, sans quoi (fxP,,) ne serait 
pas le premier à partir duquel la période de la z^*^"" suite 
recommencerait, comme à partir de zéro. 

Ce dernier théorème est d'une haute importance. 

Note, Dans la séance de l'Académie des Sciences du 
i5 octobre 1849, l'^^tenr a lu un Mémoire sur les suites 
diatomiques, divisé en quatre parties ('*'): la première 
contient des définitions^ la deuxième contient les énoncés 
de neuf théorèmes : les six propositions rapportées ci- 
dessus et les trois suivants. 

Théorème VII. Au-dessous d'une certaine limite , 
chaque suite diatomique comprend tous les nombres im- 
pairs possibles. 

(•) Comptes rendus, tome \XIX, page 387. 
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Théorème VIII. Tous les nombres de la (n — i)'*^"' 
suite diatomique sont compris au moins un nombre ^al 
de fois dans la /i'""' suite. 

Théorème IX. Dans toute suite diatomique, en faisant 
abstraction du premier terme, le terme milieu de la pé- 
riode est toujours 3 9 et Ton peut remarquer qu'à me- 
sure qu^on fait croître l'indice des suites di atomiques, 
les termes, à partir du terme milieu, prennent des valeurs 
fixes, déterminées, et forment une série qui jouit de 
propriétés curieuses. 

Troisième partie : Applications. 

Théorème I. Entre P„ et P^, il y a toujours un nombre 
premier. 

Théorème U. Entre a" et a""*"*, "1 y a toujours un 
nombre premier. 

Quatrième partie : Inductions. 

Théorème!. Tout nombre pair est égal à la différence 
de deux nombres premiers consécutifs d'une infinité de 
manières. 

Tliéorèmell, Tout nombre impair est égal à une puis- 
sance de 2 plus à un nombre premier. ( Vérifié jusqu'à 
3 millions.) 

Observfations^ Le théorème suivant n'est pas encore 
démontré : tout nombre pair est la somme de deux nom- 
bres premiers. Ce théorème est énoncé par Euler, qui le 
tenait de Goldbàch. C'est ce qu'on lit dans la Lettre XLIV, 
de 174^9 p^6 i35 de cet ouvrage : Correspondance ma- 
thématique et physique de quelques célèbres géomètres 
du xviïi® siècle y précédée d'une Notice sur les trauaux 
de Léonard Euler, tant imprimés qu inédits, et publiée 
sous les auspices de r Académie impériale des sciences 
de Saint-Pétersbourg^ par V. H. Fuss, membre et secré- 
taire perpétuel de l'Académie des sciences de Saint-Pé- 
tersbourg 5 2 lomes in-8"; 1842. 
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Quaud uoire Académie publiera>t-elle Ja correspon- 
dance de d'Alembert,Lagrange, Laplace, etc.? Quand 
publiera-t-elle l'ouvrage de Desargues, dont tant était 
bruit il y a quelques années ? Se contentera-t-on du bruit? 
C'est toujours quelque chose. Souvent même, chez nous, 
c'est tout. Tm. 
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Traité élémentaire d'Algèbre; par MM. Choquet, 
docteur es sciences , ancien répétiteur à TÉcole d'artil- 
lerie de la Flèche, professeur de mathématiques; et 

' itfiûr^er (**), ancien élève de l'École Polytechnique, 
chef d'une institution préparatoire pour cette École , 
membre de la Légion d'honneur ; ouvrage autorisé par 
l'Université. Cinquième édition, revue, corrigée et 
augmentée. Paris, 1849, in-8^ de xv et 638 pages. 
M, Bachelier, imprimeur libraire. 

La réputation de ce Traité a commencé avec son appa- 
rition en i832. Cette réputation s'est toujours main- 
tenue dans les éditions subséquentes et augmentera avec 
cette cinquième édition. C'est que le savant auteur sait 
approprier à renseignement les travaux des géomètres qui 
agrandissent ou transforment la science. L'ouvrage n'est 
pas seulement augmenté, mais encore enrichi ; ce qui n'est 
pas toujours la même chose. On y lit une discussion gé- 
nérale des formules relatives à un système de n équations 
du premier degré à n inconnues ; le théorème de Fermât 

(*) Tous les ouvrages annoncés dans les Nowelles Annales de Mathé- 
matiques se trouvent chez M. Bachelier, libraire, quai des Aug^ustins , 
no 55. 

(•*) Mort en i8/|i. 
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vx d^autres théorèmes arilhinologiques. Le chapitre XX . 
entièrement nouveau, traite de l'élimination, des fonctions 
symétriques et des racines imaginaires , des convergences 
de séries, le tout d'après M. Cauchy. Fidèle à la maxime. 
suwncuUfuey si rarement pratiquée, l'auteur indique les 
ouvrages dont il s'est inspiré : ce qui est d'un bon exemple 
dans un temps où tant d'honnêtes philosophes attaquent 
théoriquement la propriété, en attendant mieux. 

On doit attribuer à un oubli involontaire Tomission des 
noms d'Euler et de Brct , créateurs d'une méthode d'élimi- 
nation perfectionnée par M. Labbatie et à laquelle M. Sar- 
rus a donné de l'élégance ; méthode pénible qui devrait dis- 
paraître des éléments pour être remplacée parla méthode si 
simple de M. Sylvester. Nous croyons aussi devoir signaler 
comme lacunes regrettables : i^ les procédés de formation 
effective des classes combinatoires; sans ces procédés, on ne 
peut former les fonctions cramériennes ; 2" quelques théo- 
rèmes sur ces fonctions, autrement dites déterminantes j 
qui occupent aujourd'hui une si grande place dans l'ana- 
lyse; 3" l'algorithme leibnitzien pour les dérivées; 4° 1^^^ 
dérivées des monômes transcendants; 5^ les théorèmes 
principaux sur les dérivées et sur les fonctions homogènes. 

Ce Traité est un ouvrage sérieux, desti né à ceux qui veu- 
lent apprendre la science et non exclusivement a ceux qui 
ont tel ou tel examen à subir, tel ou tel examinateur à satis- 
faire*, en un mot, nous possédons maintenant d'excellents 
prolégomènes à \ Algèbre supérieure de M. Serret. Une 
analyse complète nous mènerait trop loin. Nous aurons 
d'ailleurs souvent occasion de mentionner cette riche 
collection de vérités mathématiques. Nous conseiUon.<i 
aux élèves de copier par ordre de matières les théorèmes 
de cette collection et de les étudier sur la copie. Car la 
science ne se compose pas de connaissances juxtaposées 
dans la mémoire , mais de vérités enchaînées les unes aux 
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autres dans l'inlelligence. C'est là Timmense prépondé- 
rance, souvent incomprise et méconnue, de l'analyse 
algébrique, d'avoir établi une concaténation entre le 
nombre y Vespace, le temps y la force; quatre idées pri- 
mordiales qui rendent Tapperception de l'universmatériel 
possible à Tesprit. 

L'exécution typographique de cette cinquième édition 
ne laisse rien à désirer, et justifie les récompenses [mé- 
dailles d* argent) que le Jury de l'Exposition vient d'ac- 
corder à M. Bachelier, Imprimeur-Libraire de l'F>olr 
Polytechnique et du Bureau des Longitudes 5 et à son 
intelligent Prote, M. Bailleul, Président de la Société 
fraternelle des Protes des Imprimeries typographiques 
de Paris- 



« 

Mémoire sur les fonctions arbitraires exprimées par 
DES intégrales DOUBLES; par M. ^. Pioche y professeur 
d'analyse à TÉcole militaire. In-4° de 74 pages , i litho- 
graphie. 

Ce Mémoire, couronné par l'Académie de Bruxelles, 
doit plaire particulièrement aux personnes qui aiment 
les représentations graphiques des expressions analyti- 
ques. On fait voir très-clairement comment certaines inté- 
grales doubles peuvent exprimer des polygones fermés ou 
ouverts , dont les côtés sont des courbes de diverses es- 
pèces , ou même des portions de courbes de diverses es- 
pèces entièrement séparées les unes des autres-, et, dans 
une note , l'auteur démontre la discontinuité réelle et 
non formelle de ce genre d'intégrales , et il a l'idée singu- 
lière d'exprimer, par une intégrale double, Tair national 
des Anglais : God saue the king (*) , l'intégrale double 

(*) On dit queVair est de LuUi* (Les paroles sont aussi d'origino 
française. ) 
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devient ici une intégrale simple (voir page 4 1). La repré- 
sentation graphique est une réunion consécutive d'autant 
de droites parallèles à un axe qu'il y a de notes. La lon- 
gueur et la hauteur de chaque parallèle correspondent à 
la durée et la hauteur du ton relativement à la tonique, 
le tout est fondé sur le célèbre théorème créateur de Fou- 
rier. On en possède au moins six à sept démonstrations. 
Celle de M. Pioche, et c'est l'objet spécial du Mémoire, 
est la plus directe, à ce que je sache, et elle est déduiU' 
d'une méthode qui mérite d'être méditée par tous les 
professeurs. Quelques intégrales déterminées pourraient 
s'obtenir plus simplement : il n'est pas exempt de quel- 
ques inexactitudes. 



Mémoire sua les points siuguliers des surfaces^ par 
M. Benjamin Amiot. In-4^ de 48 pages, i lithogra- 
phie ; 1846. (Extrait du tome XXI des Mémoires cou- 
ronnés de V Académie royale de Bruxelles.) 

On a beaucoup écrit sur les points sit^uliei*s des lignes 
et très-peu sur ceux des surfaces : c'est que la matière est 
plus difficile. Signaler les divers genres de singularités, 
les classer et les énumérer, ne sont pas choses aisées. Il 
est vrai que toutes les fois qu'en un point d'une surface, 
un coefficient différentiel ou certaine fonction de coeffi- 
cients différentiels , se présente sous la forme o . - 9 - > ou 

^ '00 

sous une forme imaginaire, il peut y avoir quelque sin^ 
gularité en ce point , et vice versd. Mais la question est 
de décrire la singularité géométrique qui correspond à la 
singularité analytique, ou bien on peut se donner la sin- 
gularité géométrique et chercher la propriété analytique 
qui y correspond. La première marche, plus philosophique, 
i*st très-longue. Parce motif, sans doute, l'auteur a suivi 
la seconde marche. Il considère d'abord le sens des coui- 
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bures de la surface. Un plan tangent divise Tespace gé» 
néral en deux régions. Il s'agit de savoir si la surface se 
trouve dans Fime seulement de ces régions ou dans les 
deux à la fois. Le paraboloïde elliptique présente le pre- 
mier cas, et le paraboloïde hyperbolique le second ] aussi , 
en chaque point M de la surface, l'auteur conçoit un pa- 
raboloïde oscillateur, ayant son axe parallèle à celui des z, 
ce qui le détermine complètement. Le sens des courbures 
de ce paraboloïde indique le sens des courbures de la sur- 
face. Ainsi deux points M et M' ont des courbures dans 
des sens différents, parce qu*à l'un correspond uu para- 
boloïde osculateur elliptique , et à l'autre un paraboloïde 
osculateur hyperbolique , ou bien encore, les deux para- 
boloïdes peuvent être de même espèce, mais tournés dans 
des sens opposés. Si l'on mène entre M et M' une ligne 
arbitraire sur la surface, il y aura nécessairement un 
point N compris entre M et M' où la courbure d'une partie 
de la surface changera de sens et non l'autre. M et M' 
étant sufiisammentx rapprochés , si les deux paraboloïdes 
sont d'espèces différentes , le point intermédiaire N est un 
point d'inflexion partielle^ s'ils sont de même espèce, 
l'inflexion est complète^ la ligne MM' étant arbitraire, 
Tensemble des points N donne une ligne d'inflexion soit 
partielle, soit complète. De là , Tauteur passe slmx points 
multiples, aux lignes multiples, aux lignes de rebrousse- 
menty aux points de jonction (tel est le sommet d'un 
cône)*, aux points saillants (tel est le point culminant 
d'une surface engendrée par une courbe plane , à point 
de rebroussement, tournant autour de la tangente en ce 
point). Par des considérations simples, claires, l'auteur 
obtient, pour ces divers cas, les conditions analytiques. 
Pour les points multiples, etc., on examine l'intersection 
du plan tangent avec une sphère différentielle ayant son 
centre au point de contact. Ce moyen, aujourd'hui si fré- 
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queiiiinent employé , n'a-t-il pas été indiqué une pi^iiiièrr 
fois par M. Sturm (*):^ Voici les équations des siirface> 
discutées dans ce Mémoire : 

3' -4-^' — x^ — ax^z=:o\ s'-hx"/' — x=o; 

rt ' 3' -4- a:* -h x"^}'^ — /t'j*' =: o; iz — x*)' — [x — r]^ = o. 

I /auteur ne fait usage que de coordonnées rectangu- 
laires, c'est-à-dire qu'il considère chaque surface comme 
le Heu géométrique du sommet d'un parallélipipède rec- 
tangle, opposé à un sommet fixe dont partent trois ai-èics 
données de directions et dont les tangentes sont liées par 
une équation donnée. On peut espérer que le savant géo- 
mètre auquel on doit de si belles propriétés focales voudra 
compléter son travail et, adoptant la méthode commode de 
M. Plùcker, considérer les surfaces comme enveloppes de 
plans; cette méthode procure de nouvelles conditions 
analytiques , et montre les relations entre les singularius 
de la surface et celles de sa polaire réciproque , par rap- 
port à une sphère. En même temps, cette méthode rem- 
plit une lacune; il s'agit de savoir combien une surface do 
degré donné peut avoir de points singuliers, de lignes 
singulières , et même combien elle admet de plans tan- 
gents touchant les surfaces en plusieurs points , ou même 
suivant une ligne , comme dans les surfaces développable:» 
ou dans le tore, etc. 



( * ) On a dit de Sieyès , que son silence était une calamité. Gela s'applique 
avco plus de vérité à d'autres esprits cmincnts. 
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NOTE 

Sur quelques fornules it trigouonétrie spbérique et sur le quadrilatère 

splérique iuscrit; 

Par m. J. COLLETE, 
Ancien élève de Sawit-Cyr, soldat au S"* régiment de marine. 



I. Les formules suivantes ont été données par 
M. Schmeisser, professeur à Francfort -sur -l'Oder 
( t. VII , p. 269) : 

( I ) sin -« cos - 6 sin C = sin - c cosf'P — A), 

(2) cos -acos-^ MnC=:c<is -c cos(P — C), 

(3) sin - « sin - A sin C = cos - c cos P (*), 
' ^ 22 2 ' 

„ ah-bh-c 

r — • 



L'objet de cette Note est de démontrer ces formides, 
et d'en déduire d'autres formules, ainsi que quelques 
théorèmes de géométrie sphérique. 

La démonstration consiste à prendre , en fonction des 

angles A , B , C du triangle , les valeurs de sin - a 

2 

sin-i, cos -a, cos- h. et de les combiner entre elles 
2 2 2 

de la façon dont l'indiquent les formules en question. 



/) Il y a uno erreur typo .graphique; au lieu de sinP, dans la troisièiuiî 
formule , il faut cosP, comme je l'ai mis ici. 

28. 



(436 ) 
Et d'abord, faisons subir à la forme générale des 

valeurs de sin-a, cos-a, une modification rendue né- 

2 ' 2 

cessaire par la question. 

Dans ces valeurs générales, on suppose (voy. Trigon. 
sph,, Delisle et Gérono) que 2P = (A -h B -h C) — 180^, 

tandis qu'ici , il faut que P = - (A-l- B-f-C) ^ ce qui, soit 

dit en passant, est plus logique, puisqu'on agit ainsi en 
trigonométrie rectiligne. 
On sait que 




sinB sinC 

Si Ton suppose 

A-hB-*-C 



2 
il en résulte 

B-hC—A 
2 
la formule devient 



= P, 



= P-A; 



(4) sin^«=y/ 



— cosPco$(P — A) 



sin B sin C 
On trouvera de même 



(5) cos-fl=y/ 



cos(P — B)cos{P — C) 



sinB sinC 
Enfin , on a encore les deux formules 



— cosPco8(P — B) 



(6) sin-^ = i/ . , . ^ 

^ ' 2 y smAsinC 

et 



(,) cos i 6 = WWP^ÂgP^^ 



sin A sinC 
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Cela fait^ multiplions Téquation (4) parréquation (7), 
il vient 



• ' ï. . /— coaPcos P — C cosVP — A) 

sin - a cos - 6 = i / : — ^i— ; '-. ^ ^ ; 

22V sinA smBsm'G ^ 



d'où Ton tire 



sin - a cos - ^ sin C =r sio - C cosf P — A), 

22 2 ^ ^ 



puisque 



ànic=y/: 



cosPcos(P — C) 
sin ■ — ' ' ^ ' 



sin A sin B 



C'est la formule (i). 

On voit qu'au moyen d'une permutation de lettres, 
cette formule en fournit cinq antres. 

Multiplions maintenant la formule (5 ) par la formule 
(7), il vient 



cos 
d'où 



I I , , /cos( P — B) cos ( P — A) cos'( P — C) 

-acos-^ = i/ — i . , . ^ '^ • -\ 

'2 2 y sin A sin B sm' C 



cos - a cos -b sin C = cos - C cos ( P — C). 

22 2 ^ ' 

C'est la formule (2); elle en fournit deux autres. 

Enfin, en multipliant la formule (4) parla formule (6), 
on a 



. I . 1 , . /cos( 

un - a sin - 6 = i / 

2 2 V 



s( P — A) cus( P — B) cos»P 
sin ' 



sin A sin B sin' C 
ou bien 1 

sin - a sin - h sin G = cos - c cos P. 
22 2 

Cest la formule (3)^ elle en fournit deux autres. Ces 
«•xpressions vont nous conduire à quelques théorèmes. 
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En appelant S la surface du triangle sphérîque, on a 

S=b(A-hB-hC)— i8o»; 

donc 

S . S 

- = P — ûoP; d'où sin-=:cosP. 

Or la formule (3) nous donne 

sm - a sm -^sinC 

2 2 

cos P = -; 

Cl 
cos - 

2 

Par conséquent, on a 

sin- a sin- b sinC 
.S 2 2 

'*'";= c ' 

cos - 

2 

formule à laquelle iM. Vannson (t. Vil, p. 17) est arrivé 
autrement. 

n. On sait que le quadrilatère rectiligne plan et inscrip- 
tible jouit de diverses propriétés remarquables \ cherchons 
les propriétés correspondantes sur le quadrilatère inscrit 
à un petit cercle , et dont les côtés seront d^ailleors des 
axes de grands cercles. 

Rappelons-nous que si p désigne la distance polaire du 
petit cercle circonscrit au triante ABC, on a 

abc .S 

2 tang - tang - taDg - = tangp sm-? 

'JL jt ^ 2 

S désignant la surface. 

S 
Remplaçant sin ~ par la valeur trouvée ci -dessus, il 

vient, réduction faite, 

. c 
2 sin - 

[a) tangp= ^ 1-- 

cos - cos - sin C 
2 2 
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Soit, maiiUenant, un quadrilatère spliérique ARCD, 
que je suppose inscrit dans un petit rerele dont o est la 
distance polaire. 

Appelons a , b^ c , r/ les côtés, et ni et n les diagonales 
BDet AC. 

En appliquant la formule (a) au triangle ARC, on 
aura 

. // 
?. sin 

2 

lan;' r^ r— --; 

« /> . „ 
cos - cos sin B 
2. ?. 

de même, \v, triangle ADC nous donne 

. n 
? sin - 

.ang p = — 1— . 

cos - ros - sin D 

2 2 

Par conséquent 

n h c d . . ^ 

cos - cos : cos ~ cos - I : sin D : sm B. 

2 2 2 2 

C'est le théorème correspondant à celui-ci, de géomé- 
trie plane : 

Dans le quadrilatère inscrit y les angles opposes sont 
supplémen taires . 

Si l'on fait le rayon de la sphère = oc , alors cos •> 
cos -. . . deviennent Tunitë, si Ton conserve aux côtés 

2 

des longueurs finies (*). Donc, 

sin D = sin B. 

Ce qu'on pouvait prévoir. 



:) <:ar 



a siiia 

C06 - = 



i . I 

?. Sin - a 
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En général, la relation 



. n 


. w 


sin- 


sin 


2 


7. 


^ • .. 


~~ ^ ' r^ 


oos - sin B 


cos- sinC 


2 


1 



servira à établir toute relation cherchée entre les diago- 
nales. 

Par exemple , faisons r == x , la relation donne 

/n : /z :: sinC : sinB. 

Ainsi l'on a ce théorème de géométrie plane : 

Dans le quadrilatère inscriptible les diagonales sont 
en raison int^erse des sinus des angles dont elles parlent. 

On voit ici que ce théorème, dont j'ignorais Texistence, 
a été entièrement déduit de la géométrie sphérique. 

On peut, d'ailleurs, le démontrer très-simplement. 

En géométrie plane , on a encore, sur le quadrilatère 
inscrit , les deux théorèmes suivants : 

1°. Les diagonales sont comme les sommes des pro- 
duits des côtés qui aboutissent ensemble à leurs extré-^ 

mités ; 

7?. Le produit des diagonales est égal à la somme des 
produits des côtés opposés. 

Les théorèmes correspondants sur la sphère ne se 
démontreraient qu'au moyen de calculs très-longs et très- 
laborieux ] mais il existe un moyen simple d'y arriver. 

En effet , supposons joints entre eux , par des lignes 
droites, les points A , B, C , D, et nous aurons formé un 

el si l'on suppose le rayon de la aphère = oo, on a 

a a 

cos - = =: I . 

2 1 

2X -a 

7. 

U en est <iv même des aulro>. 
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quadrilatère plan îuscrit ABCD, dans lequel on a 

j AC; BD :: AD.AB + DC.Cfi : AD.DC -hAB.CB. 
' I AC.BD = AD.BCh-AB.CD. 

Mais, en supposant le rayon de la sphère = i, on a 
AC=r2sin-> BD =r 2sin-/7?,. . . 

2 2 

ainsi de suite ; remplaçant dans (A), on a 

I .1 , a . d . c . b ^ . a , b 

sm - /? : sin - m : : sm - sin — h sid - sin - t sin - sin - 

2 2 22 2222 

/«\ I , d , c 

(B) < 4- sin ~ sin - 

^ ' * 2 2 

.1 .1 . ! .1 .II.'. 

sm - /i sin -m = sin - a siD - c 4- sxn-b sin - a, 

2 2 2 2 2 2 

formules qui deviennent celles du quadrilatère plan 
quand on suppose r = oo . 

On pourrait encore^ de tout ce qui précède , déduire 
d'autres formules et d^autres théorèmes^ je ne m'y arrê- 
terai pas. 

Enfin, on pourrait, conmie précédemment, démontrer 
les formules suivantes : 

sin - ces - sin c = ces - sin ( /> — ô) , 

2 2 2 ^' ' 

A B . . C . 

cos - ces - sin c = sin - sin o , 

2 2 2 

A . B . . C . , . 

sio - sin - sin c = sin - sin ( o — c) , 

2 2 2 ^ 



' 2 

et celles qu'on en déduit par des permutations entre les 
lettres. Toutes ces formules peuvent être obtenues aussi 
en appliquant celles M. Scluneisser au triangle polaire du 
proposé. 

^ Note. Il reste k démontrer les réciproques des propo- 
sitions R. 
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QUESTION 21 fi 

( Toir p 99( } ; 

Par m. L. NICOLAS, 

Élève au lycée d*Ai\. 



Dans uu tétraèdre OABC, trîrectangle eu O, la soinmo 
des carrés des tangentes des angles ABO, ACO est égale au 
carré de la tangente de Tangle dièdre qui a pour arête BC 

Abaissons OD perpendiculaire sur TarèteBC, et joi- 
gnons DA 5 Tangle ODA sera Tangle rcctilîgne correspon- 
dant à r angle dièdre BC. 

Désignons OD par r et DOB par a , nous aurons 

OB = séc « , OC = coséc a , 

et la formule 

r 



nous donnera 



cl de là 



I 


1 

1 — _ 


séc'fl 


coséc' rt i 


I 
OB 


I 1 
oc OD 

• 


OA 


OA OA 



- ? 



OB OC OB 

ou bien 

tang' OBA 4- tang' OCA= tang» ODA. CQ.F D. 

Note. Ce théorème a été aussi démontré et généralisé par 
M. E. Ploix, du lycée de Versailles. 'Nous donnerons w 
travail prochainement. 
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SOLUTION DE U QUESTION 208 

( TOir p. SS6 ) ; 

Par m. F. AGARRAT, 

Profetiseur de mathématiques supérieures au lyœc d'Aix. 



F (jr) =: o est une équation algébriifue dont toutes les 
racines sont réelles et inégales^ démontrer quen éga^ 
lant à zéro la dérivée seconde de (Fx~*), V équation 

(F'x)' F ('^) ^" (^) = o, quon obtient ainsi, a toutes 

ses racines imaginaires, (Catalan.) 

Supposons que rëquation F [x) = o soit du degré m, et 
désignons ses racines par a, jS, y, c^v**» nous pourrons 



écrire 



F [x) =r (x — a) (.r — p) (x — 7) [x — S) 

Posons, pour abréger, 

a •=: X — a, b z= X — p, c =: x — 7, d =: x — (î, . . . , 

nous aurons 

(i) ¥{x) = abcd,..; 

(.) r(x) = F(x)(l + l-hl + ^ + ...+); 

,^, F"(x) ^- / i I I I I I 

(3) _±l=F{x)^^ + - + -+... + ^+-^-H...+^-^ 

Élevons les deux membres de Téquation (2) au carré, il 
viendra 
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On aura donc 

(Fx)^^(Fx)^(l4-f,-h^4-~4-...)H-Fx.r{x), 
d'où 

^ — -Fx F"x)=i — L( + + +--+... . 

Le second membre, étant une somme de carrés, ne 
peut jamais devenir nul; donc le premier membre ne 
peut s'annuler par aucune valeur réelle de x. Cette con- 
clusion est vraie , à plus forte raison j pour le premier 
membre de Téquation 






(F'x)»— iFxF"x=:o; 

^ 2 



donc, etc. 



RESOLUTION Bfi LA OOBSTION 210 

( voir p. SOI ) ; 

Par m. Edm. PLOIX, 

Bachelier es sciences. 



Théorème. D'un point M pris dans le plan d'une 
conique, on mène deux tangentes MP, MP' à cette coni- 
que^ r et r' sont les rayons de courbure en P et P' : o» a 
la proportion 



3 



MP r 



MP' '^ 

Démonstration. Aux points P et P' menons les nor- 
males PN, P'N', nous savons que l'on a 



r _ Pn' 
PN' 
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Il suffit donc de démontrer que Ton a 

MP PN 
MF'"" P'W' 

et, comme les angles P et P' sont droits, cela revient à 
démontrer que les triangles MPN , M'P'N' sont sem- 
blables, et que l'on a 

angle PNM = angle lO'F. 

Abaissons du point M sur Taxe la perpendiculaire MA ; 
joignons PA, P'A. Les deux quadrilatères MPAN , 
MAN'P' sont inscriptibles*, donc 

PNM = PAM et MN'P'ssMAP'. 

Or, AP, AM, AP', AN forment un faisceau harmonique , 
et l'angle MAN étant droit, MA est la bissectrice de 
Tangle PAP; donc 



angle PAM = angle MAP^ ; 



dénc, etc. 



SdLlITION DE LA OWSTION 214 

( voir p. S99 ) : 

VkK M. JAUFROID, 

Bachelier es sciences mathématiques. 



Si Ton coupe un cône droit par un plan , et que l'on 
projette la section sur un plan perpendiculaire à Taxe du 
cône et mené par le sommet , la projection aura ce sommet 
pour foyer, et pour directrice la trace du plan sécant sur 
le plan de projection. 

Je prends l'axe des z pour axe du cône, et l'origine 
pour sommet. 
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Soit a la tangente de l'angle que fait la génératrice avec* 
l'axe , Téquation du cône sera 



(i) z = a^x^-\- jr^. 

Soit 

(a) A.r + B^ -h Cz = D 

l'équation d'un plan ^ (i) et (a) sont alors les équations de 
la section du cône par ce plan*, en éliminant z entre 
elles, on a Téquation de sa projection sur le plan xy^ 
savoir : 

y^ ^_ X' = -^ (D -- Ax - Br ^ 

Cette équation montre que la distance d'un point quel- 
conque de la courbe à Torigine est une fonction linéaire 
des coordonnées de ce point -, l'origine est donc un foyer. 
On sait, de plus, que cette fonction égalée à zéro 
constitue Téquation de la directrice^ par conséquent, 
cette directrice est représentée par 

Ax H- B^ = D. 

Or, si l'on fait z = o dans l'équation du plan , on obtient 
sa trace avec le plan jcy, savoir : 

kx -l-Bj = o. 

Donc le théorème est démontré. 

Note, M. E. Ploix , bachelier es sciences , nous a 
adressé une belle démonstration synthétique du même 
théorème; nous la donnerons incessamment. 

Le théorème est implicitement énoncé dans les Pn><- 
priétés projectiues de M. Poncelet, § 457- Nous devons 
cette indication à M. Gentil, chef d'institution, auteur 
d'une démonstration synthétique d'un célèbre théorème 
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d^Kuier, attribué communément à LambcM't, sur les arcs 
paraboliques ; nous donnerons cette démonstration ou 
i85o. 



NOTE SUR UNE AWÉYIATION DANS LA RECHERCHE Ml PLIS 
GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX NOMBRES; 

Pak m. g. -h. nievengloski, 

Répctileur au lycée Saint-Louis. 



Toutes les fois qu'en cherchant le plus grand commun 
diviseur de deux nombres , on trouve un reste plus grand 
que la moitié du diviseur correspondant , on dit habi- 
tuellement que l'on réduira deux div^isions en une y et, 
au lieu de diviser le diviseur par le reste , on le divise par 
son excès sur ce reste. Examinons. 

En cherchant le plus grand commun diviseur de 36o 
et 99 d'après la méthode générale, on a • 

3 

36o I 99 I 63 I 36 I 27 I 9. 

Or, en forçant le quotient (je passe l'explication que tout 

le monde connaît) , on dit : 63 > — ; donc, si Von diuise 99 

par r excès 36, au lieu de le dii^iser par 63, on a une 
division de moins à écrire. C'est 'là une illusion. Pour 
avoir l'excès 36, il faut faire une soustraction; on Tef- 
fectue justement en suivant la méthode générale , quand 
on divise 99 par 63 , car le quotient étant i , cette division 
revient à une simple soustraction. 

Ensuite, dans la méthode générale on divise le premier 
reste 63 par le second 36 , et il peut arriver, comme c'est 
le cas ici, que cette opération revienne encore à une sous- 
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traction \ tandis que , dans la méthode du quotient forcé , 
en divisant le diviseur (99) par son excès (36) sur le 
reste (63), le quotient étant au moins 2 , il faut toujours 
faire une division. Donc on ne réduit rien. Donc, dans la 
recherche du plus grand commun diviseur de deux nom- 
bres , non-seulement on ne gagne rien , on n'abrège rien , 
en prenant le quotient par excès ; mais , bien au contraire , 
on peut allonger inutilement les calculs. 

Note, Les quotients en dehors abrègent récriture des 
fractions continues. 



RICHARD, PaoFBSSEua. 



La réputation d'un professeur s^établit par des ouvrages 
ou par ses élèves. Ces ouvrages consistent souvent en 
livres qui enrichissent les catalogues, parfois les auteurs, 
très-rarement la science. Richard, résistant aux pres- 
santes instances de ses collègues , n'a jamais voulu rien 
publier (*). Il fuyait avec des soins inquiets tout ce qui 
pouvait fixer sur lui l'attention publique, et menait une 
vie tellement retirée , qu'il craignait même que le bruit 
des éloges ne vint troubler, interrompre le silence habi- 
tuel de sa chère solitude. Jamais je ne l'ai rencontré et 
crois toutefois l'avoir connu , tant et depuis si longtemps 
ses élèves m'ont entretenu de ses vertus , de son savoir, 
de son talent de professeur. D'éminents élèves se sont 



( *) Vingt siècles au moins avant l'invention de rimprimerie , l'Ecdé- 
siaste donnait cet avertissement : Mon jUt, prends garde défaire trop de 
livres; ce sont des peines d'esprit et de corps, sans fin (ch. XII, v. i?'. 
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assis sur les bancs de sa classe; car il était lui-même un 
professeur éminent, sachant deviner les hommes de Fa- 
venir, et donnant à chaque nature d^esprit la direction 
et la culture convenables. D^un caractère très-timide, 
nullement solliciteur, aucune démarche ne lui coûtait, en 
faveur de ses élèves. Aussi tous en parlent avec amour et 
vénération ; tous pleurent un ami. Les grandes supério- 
rités intellectuelles excitent l'admiration; mais le respect 
et F estime ne s'accordent qu'au mérite moral ; vérité vul- 
gaire qu'on a besoin de souvent rappeler, parce qu'elle 
est souvent oubliée , surtout dans les positions élevées : il 
semble que, placé à certaine hauteur, on n'aperçoit plus 
ce qui est au fond de la conscience. 

Richard (Louis-Paul-Emile) est né à Rennes, le 3i 
mars 179'). Son père, originaire des Vosges (Baubervil- 
1ers), lieutenant-colonel d'artillerie, a servi honorable- 
ment dans les armées de la République et de FEmpire, et 
a été décoré sur le champ de bataille de Lutzen. Retiré 
depuis i8i5, il est mort octogénaire à Rennes en i843n 
et laissant sans fortune une veuve et quatre enfants dont 
Richard ét/iit Falné. Une défectuosité corporelle, suite 
d'un accident , empêcha le fils de suivre la carrière pater- 
nelle. Il se voua à Fenseignement. Entré, en 1 8i4 , comme 
maitre d'étude au lycée impérial de Douai , il se lia d'a- 
mitié- avec Félève Vincent, depuis professeur au collège; 
Saint-Louis. En 1 8 1 5, il fut nommé professeur de sixième 
au collège royal de Pontivy, et, en 1816, professeur de 
mathématiques spéciales au même collège où son oncle 
maternel, M. Fabbé Grandmoulin, mort curé à Saint - 
Quentin,étaitalors proviseur. Ce n'est qu'en i8aoqu'il fut 
appelé à Paris pour enseigner les élémentaires au collège 
Saint-Louis. De là , il passa avec le même titre au collège 
Louis-le-Grand, et l'année suivante, on lui confia enfin la 
chaire de mathématiques spéciales qu'il a professées 

Ann. de Uathémat.y I. VIII. (Décembre 1849.} ^9 
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avec grande- distinction. S'élevant au-dessus de la mai- 
greur classique du terrain officiel , il enseigna les princi- 
pales théories analytiques de la nouvelle géométrie seg- 
^ mentaire, aujourd'hui si universellement cultivée , hormis 
dans rUniversité (*). Richard était un des plus zélés par- 
tisans de cette géométrie : on Ta vu, lui qui n'allait nulle 
part, auditeur assidu en Sorbonne, au cours de M. Chasles. 
le célèbre promoteur des méthodes homographiques. Se 
tenant constamment au courant des progrès de la science , 
Richard en enrichissait son cours; les ^iie^fibn^ qu'il pro- 
posait étaient recherchées des élèves; elles tendaient à 
élargir Tesprit et non à le rétrécir, comme il arrive trop 
souvent : aussi il a formé grand nombre d'hommes dis- 
tingués, dont plusieurs sont parvenus à la célébrité. Ga- 
lois {voir la note, p. 4^^) aurait doté la France d'un 
Abel , si une mort violente n'avait rompu la trame d'une 
vie courte et turbulente. M. Le Verrier est universelle- 
ment connu par ses calculs astronomiques. MM. les exa- 
minateurs Hermite etSerret marchent, encore jeunes , au 
premier rang parmi les géomètres français. Tous les ser^ 
vices publics comptent des fonctionnaires de mérite que 
Richard a fait entrer à l'École Polytechnique, où la plu- 
part ont amélioré leurs rangs d'admission : critérium 
d*une instruction préliminaire solide. Animé pour la 
sainte science d'un zèle pur et désintéressé , zèle excessi- 
vement rare, il encourageait toute entreprise propre à 
propager la vérité mathématique. C'est à ce sentiment 
généreux seul que nous attribuons l'intérêt qu'il prenait 
aux Noui^elles Annales^ la générosité était la qualité 
prédominante de ce caractère exceptionnel : nous n'en 
citerons qu'un seul trait. Diverses circonstances avaient 

(•) UinsuccèK du dernier concoui'n (élcm^ntaires) en «il nue lri<l<" 
coiiRcqurnior. 
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placé un fonctionnaire public dans une position fâcheuse: 
risquant de perdre son emploi , et, pis encore, l'honneur, 
il s^adresse à Richai-d, son ami d'enfance. En pareille oc- 
casion, s'adressant k Tamiiié, on en obtient facilement 
des conseils , des remontrances , et très-difficilement des 
secours pécuniaires ] mais Richard n'était pas un ami or- 
dinaire. Il n'hésita pas de faire le sacrifice de toutes ses 
économies , fruit de plusieurs années de labeur : exemple 
peu contagieux. 

Richard n'a jamais été marié; mais il a constamment 
rempli et supporté les charges d'un chef de famille dans 
toute leur étendue. Pourquoi de tels hommes n'obtien- 
nent-ils que peu de jours, tandis que des égoïstes, au 
cœur glacé, comptent souvent des jours nombreux? Ano- 
malie en deçà, dont l'explication est au delà. Après une 
assez longue maladie , Richard a rendu le dernier soupir 
le 1 1 mars 1849* ^I^^- ^^^ professeurs Lionnet et Vincent 
ont prononcé quelques paroles touchantes sur la tombe 
de leur ami , et se sont montrés dignes interprètes de leur 
douleur personnelle et des regrets de tous leurs collègues. 
Au nom de la classe , un élève a adressé des adieux au cher 
professeur. 

Richard a élé décoré le 10 janvier 1837. M. Vieille con- 
tinue son enseignement: digne remplaçant qui maintiendra 
l'esprit de progrès dans cette classe supérieure. Des travaux 
sérieux montrent, dans ce jeune agrégé, une intelligence 
animée, en mouvement avec la science; tandis que tant 
d'autres cristallisent doucement sous l'influence concré- 
tionnante des programmes (*). 

9 ' ■ ■ "- ■ ■ 

(*) Richard a laissé beaucoup d'écrits sur les diverses parties du cours. 
La famille devrait faire compulser ces papiers par un homme compétent. 
C'est à M. le professeur Lionnet que nous devons ce renseignement et tous 
les faiU de cette Notice. 



2.9 
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Noie. Galois (Evariste) a été assassiné le 3i mai i832, 
dans une rencontre dite d* honneur, par antiphrase. Né à 
Bourg-la-Reine (Seine) le ^26 octobre 181 1, U est entré au 
collège Louis-le-Grand en i8a3; bientôt il attira latten- 
tion de Richard, qui devina un esprit destiné à sonder 
toutes les profondeurs et à étendre le domaine de la 
science. S'étant présenté aux examens de l'Ecole Poly- 
tehnique en i8a8 et 1829, Galois fut déclaré inadmis- 
sible. Nous répéterons ici , et nous ne cesserons de répéter 
une réflexion que nous avons déjà consignée mainte fois : 
Un candidat d'une intelligence supérieure est perdu chez 
un examinateur d'une intelligence inférieure. Hic ego 
barbants sum quia non intelligor illis. Certes , M. Liou- 
ville, qui nous a fait connaître le génie de Galois [Journal 
de Mathématiques y tome XI, page 38 1, année 1846), 
ne l'aurait pas jugé incapable. 



Un jeune arithmologue , de belle espérance, vient d(' 
lire à l'Académie un Mémoire qui a été écouté avec intérêt 
par les DU majores de TOlympe scientifique; ce même 
jeune homme est admis le quatre-vingt-troisième sur cent 
à l'Ecole Polytechnique! le quatre-vingt-dixième de la 
même liste est admis le premier, sur quatorze, à l'Ecole 
Normale ! Les examens ont des mystères devant lesquels 
je m'incline. Comme les mystères de la théologie, la rai- 
son doit les admettre avec humilité, sans chercher à les 
comprend'»**» . 



f 
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DÉMONSTRATION DU THÉ0RÈM8 DB M. STBINER SUR LES 
CONIQUES INSCRITES A UN TRIANGLE; 

Pab m. Paul SERR£T, 

Élève de l'École Normale. 



1 . Lemme, Le lieu des centres des coniques tangentes 
à trois droites données, et dont la somme (algébrique) 
des carrés des axes est constante , est un cercle ayant pour 
centre le point de rencontre des hauteurs du triangle 
formé par les trois tangentes. 

Démonstration. Prenons pour axe des j^ Tune des hau- 
teurs BO du triangle ABC formé par les trois tangentes , 
et pour axe des x le côté opposé AC ; posons 

et que la conique soit représentée par Téquation ordi- 
naire à six termes. Adoptant la notation des identités de 
M. Terquem , on aura , pour exprimer que la droite 
dy-+-ex-{-' f=- o , est tangente à la conique , la relation 
suivante : 

(T) Vd' — den -h /<?' -h m/» -4- 7.dfk' -f- a^/. ^ = o. 
(D) ^/ -t- <fa: +/= o. 

Exprimons que la relation fondamentale a lieu pour 
chacun des côtés du triangle ABC, 

(i) AC, 7 = o; (i/= I, <?=o, /=o); 

(2) AB , ajr H- fcx — ab = o ; (rf = a ,. « = i , y= — ab) ; 

(3) BC, a'x-\'bx^a'b =0; [d:=:a', e=b, f^-^a'b). 

L'équation de condition (T) appliquée à AC, donne 
tout d'abord la condition 

(I) /' = 0. 
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Introduisant immédiatement ce résultat dans (T), on peut 
écrire cette équation sous cette forme : 

(T') 2^ . -^ — ^» . - = 2rfr • - -f- aç/"- - H- A 
mm m m 

Appliquant à AB et BC cette nouvelle forme de Féqua- 
tion de condition, nous arrivons aux équations suivantes: 

nab 6'« — = — 2a' b' 2a6' ha*o\ 

mm mm 



et 



ou 



ni k' k 

mm mm 

bien 



(II) 2fl • à- — = a [ab — 2fl — — 26 — U 

* m m \ m mj 

et 

(in) 2fl'.- — ^ .l = fl'/fl'^ — 2U'-— 2*A\. 

m m \ m mj 

Les équations (I), (II) et (UI) que nous venons d'ob- 
tenir, expriment que la conique proposée est tangente aux 
trois côtés du triangle, représentés par les équations (i), 
Wet(3). 

Exprimons maintenant la deuxième condition , à savoir 
que la somme des carrés des axes de la conique est égale à 
une quantité connue H'; il vient 



„, LmlXL 4-NL 



w m' 



(t.I,p. 493). 



Or ici les axes étant rectangulaires^ on a 

Nz=rA -hC; 
d'ailleurs, on sait que 

AX 4L = fi' — ml, 
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que 

Cx 4L = r^— /!!/'= i'% 

à cause de /'= o. 

Donc, la deuxième condition est exprimée par celte 
équation : 

k^ -h >fr"— ml 



H»=rH- 



m' 
ou 



=+[(!y+(s)'-y 



<■') œ'-(=)"-^-)-=«-. 

Des équations (I) et (II) tirant la valeur du rapport — 9 

pour la substituer ensuite dans Téquation (IV) , on ob- 
tient successivement 



/_-'(* -4) 



m 



( 



^ \mj \m/ b m 



k k' 

ou bien , remplaçant enfin — ï — par jr , r coordonnées 
1 r t m m '■ 

du centre de la courbe, il viendra , pour le lieu cherché 
des centres , 

(V) x»-t-/'-h2-r- • 7 — H'— flû'=o; 

équation d'un cercle ayant son centre situé sur Taxe des j% 
Tune des hauteurs du triangle considéré. Donc , ce centre 
est le point de rencontre des trois hauteurs , comme on 
peut d'ailleurs le vérifier facilement-, car on a pour l'or- 
donnée 6 du centre , 



aa' 



fi 
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et , pour son rayon , 
(b) R' = €' -^ aa' -h W. 

On peut mettre la valeur du carré du rayon sous une 
autre forme équivalente plus simple. Soit I le point de 
rencontre des hauteurs, et BIO l'une des hauteurs. On 
aura , diaprés Téquation {b) , 

R» = ïô'-hOA.OC-+-H% 

OA, OC étant d'ailleurs de mêmes signes ou de signes 
contraires, suivant que, etc.; mais on voit facilement 
que OA . OC = — OB . 01-, donc 

R» = H' -h 01(01 — OB) = H'-h OI.IBj 

ainsi donc, 

{b') R'=rH»-h OI.IB; 

le produit OI . IB étant d'ailleurs positif ou négatif, sui- 
vant que le triangle ABC est obtusangle ou non. 

On pourrait tirer de la formule [b') plusieurs consé- 
quences , que je passe sous silence. 

2. Théorème de M. Steiner. On peut inscrire ou 
exHnscrire à un triangle six coniques égales à une co- 
nique donnée; leurs centres appartiennent aune même 
circonférence de cercle ayant pour centre le point de 
rencontre des hauteurs du triangle. 

Démonstration, La même que ei-dessus, page 4^3. 
Obsen^ation. On pourrait peut-être démontrer direc- 
tement et géométriquement la formule {l/), 

3. Théorème. Par le centre I d'une ellipse, menons 
un diamètre indéfini quelconque BIO \ menons à la 
courbe une tangente COA perpendiculaire à ce dia^ 
mètre , et le rencontrant en O ; puis, sur le prolonge* 
ment de 01, prenons le point B tel, que F on aà en 
valeur absolue 10 . IB =r «' -4- i' (a ef A étant les demi" 
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axes de la courbe) \ du point B ainsi déterminé, menons 
deux tangentes BA, BC à la courbe. Le point de ren- 
contre des hauteurs du triangle circonscrit à la courbe, 
et formé par les trois tangentes AC , BC , BA , sera le 
centre même \ de la courbe. 

N. B, Le cas où Tellipse devient un cercle, se vérifie im- 
médiatement. Le triangle circonscrit est alors le triangle 
équilatéral. 

Démonstration, Si le point de rencontre des hauteurs 
du triangle ABC n'est pas le point I, ce sera un autre 
point tel que V situé sur le diamètre BIO , et Ton aura 
alors, d'après la formule (&'), et en prenant les produits 
de lignes en valeur absolue : 

ÎT' = r' == fl» -H 6» — or . BI' ; 

mais déjà , par construction , on a 

IO.IB = a>-|-fc^ 
il viendra donc 

îr' = r»= 10. IB — ro.i'B. 

Posons 

10 = a, IB = 6; 
d'où , à cause de 

ir=r, rOt=a-Hr, rB = 6 — r, 
il viendrait donc 

r' = «6 — (a 4- r) (6 — r) = r' -♦- (a — 6)r, 
OU , enfin , 

[a) (a — 6)r=ro. 

Or, on a toujours , d'après notre construction ^ 

« = I0<6 = IB. 
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Car, 

10 < tf ou 10 < ^«M^; 
et comme 10 . IB = a* + A', 

donc on a toujours IB>IO-, et la relation (a) devient 
(a') r = n'=o. 

Ainsi le point F coïncide avec le centre I de l'ellipse, qui 
est bien le point de rencontre des hauteurs. C. Q. F. D. 

4. La formule (&') permet de résoudre ce problème : 
Circonscrire à une ellipse donnée un triangle dont le 
point de rencontre des trois hauteurs soit donné. 



SECONDE DÉMONSTRATION iV THÉORÈME 50 

(Toir L II, p. tu); 

Par m. g. MARQFOY, 

Élève en spéciales (Sainte-Barbe). 



Une corde étant inscrite dans une parabole , le produit 
des distances des extrémités de cette corde à un diamètre 
quelconcpe est égal à la partie de ce diamètre interceptée 
entre la courbe et la corde multipliée par le paramètre de 
l'axe principal. 

Soient 

y =r- 2/?x , équation de la parabole , axes rect. ; 

jr z=. mx H- n , équation de la corde ; 

r = ^ , équation du diamètre ; 

(.r'j /'), les coordonnées du point A, extrémité de îa corde ; 

(x'y y")y celles de B, seconde extrémité de la corde; 
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AP=6-7' = A-^±-î^^^^^^ = di8t«nce du point A 



m 

au diamètre; 



distance du point B 



m 

au diamètre; 

m* \jiî / ^ \ m ipj 

Mais est Tabscisse correspondante au point de 

h* 
la corde dont l'ordonnée est h. De même — est l'abscisse 

correspondante au point de la courbe dont Tordonnëe est 
h. Donc, en prenant la différence de ces deux abscisses, 

AP.BQ = 2;?.CD. C Q.F.D. 



LIMITE D UN PRODUIT DE COSINUS EN NOMBRE INFINI 

(Briot, Géométrie analytique.) 



Théorème. La limite du produit infini 



a a a 
ces a ces - cos — cos — • • • 

2 2=» 2^ 



sm2<i 
est 



la 
Démonstration. Soient 



a a a ^ 

cos a cos - cos — • • cos — = P, 



a , a .a _ 

sm a sin - sin — • • sin — = O ; 



2 V 2' 
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on en tire , par voie de multiplication , 

I sin 2 a Q ^_ 



SID 



2" 



d'ov 



ou 



^ S1D/I2a 

P= ; 

a"-*-' sin — 

2/1 

n devenant infini, sin -^ devient égal à -^^ et par là 

Tk sin 2 a « 1 !• • 

F = a la limite. 

2a 
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TABLE ALPHABÉTIQUE 

DES AUTEURS {*). 

I 

Pages. 
ANONYMES. — Un élève de l'institution Barbet. -^ Équation* de la 
courbe que décrit un chien à la poursuite de son maître qu'il 
voit constamment parcourir une droite : le rapport m des vi- 
tesses est constant 91 

S. — Solution de la question de géométrie , proposée en mathéma- 
tiques élémentaires au concours général de 18^9 4<)i 

E. C. — Démonstration élémentaire de la recherche de la somme des 
n premiers termes de la série dont le terme général est rea" , 
a étant un nombre quelconque J ^ii 

ADAMS (C), professeur à TÉcole industrielle de Winterthûr (Suisse). 
— Lemmes sur les cercles inscrits à un triangle et solution 
algébrique du problème de Malfatti 62 

AGARRAT (F.) , professeur de mathématiques supérieures au lycée 
d'Aix. — /(x) = o est une équation algébrique dont toutes les 
racines sont réelles et inégales; démontrer qu'en égalant à zéro 
la dérivée seconde de CA^'] j Péquation 

qu'on obtient ainsi , a toutes ses racines imaginaires 44^ 

BIGOURDAN (Et.)» professeur de mathématiques au lycée Monge. 
— On a un cône droit circulaire; d'un point pris sur la surface 
comme centre, avec un rayon r, on décrit sur la surface du cône 
une courbe ; on développe ensuite la surface sur un plan , et l'on 
demande l'équation de cette courbe après le développement. . . 9 

BRETON (de Champ) , ingénieur des Ponts et Chaussées. — Trouver 
l'équation d'une surface algébrique sur laquelle on ne puisse 
tracer qu'une seule et unique droite 61 et i3o 

BRUNE, conseiller à la Chambre des Comptes, à Berlin. (Crelle.) — 
Par le milieu d'une diagonale d'un quadrilatère plan , on mène 
une parallèle à la seconde diagonale , et par le milieu de celle-ci 

( " ) Nous devons ces tables h rextrêmc obligeance de M. \o professeur 
Aunp (T «i»»»« \ 
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Page», 
une parallèle à la première diagonale. On joint le point d'inter- 
eeetion de ces deux parallèles aux quatre pointa milieux des 
quatre côtés du quadrilatère : le quadrilatère sera partagé en 
quatre quadrilatères équivalents 365 

CATALAN (E.). — Théorie des fractions continues i54 

CLAUSEN ( Tb.) , à Altona. (CreUe.) — Théorie des lunules géomé- 
triquement carrables SgS 

COLLETE (J.)} ancien élève de Saint-Cyr, soldat au 3® régiment de 
marine. — Note sur quelques formules de trigonométrie sphé- 
rique , et sur le quadrilatère sphérique inscrit 4^5 

COUPY (J.), professeur à l'École militaire de la Flèche. — Note sur 
les rapports entre le cylindre équilatéral et le cane équilatéral 
inscrits ou circonscrits à une même sphère et cette sphère 67 

DOSTOR (G.-J.), docteur es sciences mathématiques. ^ Dans tout 
nombre , la somme de plusieurs diviseurs est à celle des quo- 
tients correspondants dans le rapport inverse de la somme des 
valeurs inverses des diviseurs et de celle des valeurs inverses 
des quotients loi 

— Relation entre les distances des centres, la corde commune et 

les quatre segments de la ligne des centres de deux cercles qui 

se coupent , aire du triangle 3^4 

— Rotation d'un corps autour d'un point fixe, lieu de Taxe du couple 

des forces centrifuges quand le corps n'est sollicité par aucune 
force accélératrice .* 4^8 

DOULIOT (E.), externe du lycée Monge. — Soient F, F' deux points 
appartenant respectivement à deux ellipses homofocales , tels 
que les tangentes menées à ces courbes eu F et F' se coupent à 
angle droit; en désignant par I le point de leur intersection , et 
par C le centre commun des ellipses , la droite CI divisera en 
deux parties égales la distance FF' ^4^ 

EISENSTEIN (F. £.). (Crelle.) — Résolution générale des équations 

des quatre premiers degrés 110 

— Note sur les fractions continues 341 

— Nouvelle démonstration et généralisation du théorème bino- 

mial ' 344 

— Transformation remarquable d'une (onction du quatrième degré. 4 > 7 
EMERY (H.) élève du lycée de Versailles. — Trouver la it»*«w déri- 
vée de x"(x — 1)*, et démontrer que cette dérivée, égalée à 
zéro , a n racines réelles comprises entre et i 4^ 

FÉRIER (E.) , élève du lycée Charlemagne. — Dans un pentagone, si 
l'on considère comme sommets d'uu pentagone : i<* les points 
milieux do5 cinq diagonales; '/^ les rentres de gravité des cinq 
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triangles formés par deux diagonales et un côté, on obtient 
deux pentagones semblables et inversement placés. 14? 

FOUCAUT (C), élève de l'institution Barbet (admis le 86« à l'École 
Polytechnique). — Principe fondamental de la trigonométrie 
sphérique ^ 58 

— Théorème sur les polaires 286 

GENTIL, chef d'institution , ancien élève de l'École Polytechnique. 

— P est un point quelconque pris dans le plan de deux cercles 
donnés; P' est le point d'intersection des deux polaires de P re- 
lativement aux deux cercles; P et P' sont dits points réci- 
proques : prouver que l'axe radical passe par le milieu de la 
droite PP'. 290 

GILLES ( Lccien) , élève du lycée Monge. — Théorème sur le système 
de droites conjuguées à une conique et passant par un même 
point 87 

GUILMIN , professeur. — Note sur les équations qui ont des racines 

en progression 1^2 

GUILLON (Et.), maître surveillant à l'École Normale. —Théorie des 

quantités n^atives 38 

HAREL (Jules) , élève da lycée de Rouen (admis le 64' à l'École Po- 
lytechnique). — Même question que celle qui a été traitée par 
M. Gentil ^ . Q06 

— Le lieu décrit par le sommet d'un angle droit circonscrit à des 

coniques homofocales est un cercle 334 

JAUFROID, bachelier es sciences mathématiques. — Si deux para> 
boles, qui ont une tangente commune et un foyer commun, se 
coupent sous un angle constant, leur point d'intersection dé- 
crira une circonférence de cercle 377 

— Si l'on coupe un cône droit par un plan , et que l'on projette la 

section sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône et mené par 
le sommet , la projection aura ce sommet pour foyer, et pour 

directrice la trace du plan sécant sur le plan de projection 44^ 

JUBÉ (EuGÉifc), professeur au lycée de Saint^Omer. — Trouver la 
courbe enveloppe de toutes les hyperboles équilatères concen- 
triques, et coupant orthognnalement une même droite donnée. 376 

KOPPE (C), à Socst. (Crelle.) — Cubature d'un polyèdre à faces tra- 
pèzes 108 

KR0NECKER;(L.), étudiant a Berlin. (Crelle.) — Nouvelle démons- 
tration de l'irréductibilité de l'équation 

quand p est un nombre premier /| i «1 

LAROCHE(F*.i.ix), élève du lycée de VcrsaillM (admis le q.)» à l'École 



\ 
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Polytechnique). — Théorème de collinéation aur le triangle reo- 
tiligne 295 

— Même théorème sur la sphère ^ib 

— Propriétés des paraboles homofocales 397 

LEBESGUE. — Si , autour d'un point fixe , on fait tourner une trans- 

yersale qui rencontre une surface géométrique en autant de 
points A , B , . . . qu'il y a d'unités dans son degré , et qu'on 
prenne sur cette transversale, dans chacune de ses positions , on 
point M , tel que la valeur inverse de sa distance au point fixe 
soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses des dis- 
tances des points A ; B . . . à ce point fixe ; le plan M aura pour 
lieu géométrique un plan 11 

— Extraits d'Exercices d'analyse numérique 81 et 347 

— Résolution générale des équations des quatre premiers degrés. . . i xo 

— Note sur l'hexagramme mystique iSg 

— Note sur l'équation du troisième degré '. 319 

— Note sur la plus courte distance de deux droites; application aux 

surfaces a36 et 38i 

LEBON ( J.-N.}. — Note sur les équations du premier degré Sp 

LEMOINE , professeur à Nantes. — Théorème de Mœbius sur la co- 
nique déterminée par cinq points sur un plan 39S 

-« Par le foyer d'une ellipse on mène deux cordes rectangulaires, 
dans le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre; les deux 
coraes sont égales à deux diamètres conjugués de l'ellipse ; et 
si l'on mène par le centre, dans le cercle , un diamètre parallèle 
^ l'une des cordes , il est partagé par l'autre corde en deux seg- 
ments égaux aux rayons vecteurs qui vont du foyer aux extrémités 
d'un des diamètres conjugués de l'ellipse 379 

LENTHÉRIC neveu, professeur. — Théorie générale des polaires 

réciproques planes 363 

LIONNET(E.), professeur au lycée Descartes. — Note sur les ap- 
proximations numériques 366 

LORIEUX. (E.), élève du lycée Monge. — Composition du concours 

général de 1849 ( mathématiques élémentaires) 369 

MANNHEIM (A.), élève du lycée Charlemagne (admis l'École Po- 
lytechnique). — D'un point A , extérieur à une courbe du se- 
cond degré, on mène deux tangentes AB , AC ; d'un point G de la 
courbe , on mène une tangente DE et un diamètre conjugué GO; 
on joint le point A au point de rencontre de ce diamètre avec 
la corde de contact BC : cette droite partagera en deux parties 
égales la portion de tangente DE comprise entre les deux tan- 
gentes AB , AC : 89 

MARQFOY (G.), élève de Sainte-Barbe. —Seconde démonstration 

du théorème 5o (t. II , p. 345) 4^8 

M1NARELL1 (Camillo). — Théorie des parallèles 3i3 



( 4(Jr. ) 

Pagt'rt. 

MURENT [ S.) [de Clermant-Ferrand]. — liiscrivaiil uue droile dans 
Faillie des asymptotes d'une hyperbole , de telle sorte qu'elle 
intercepte un triangle dans cet angle et un segment dans l'hy- 
perbole ; la droite allant en s'éloignant du centre parallèlement 
h elle-même , la limite de Taire du segment divisée par l'aire 
du triangle est égale à Vunité [ Probl. loo , t. VUl , p. 107 ] /| 1 2 

— Une tangente h une conique à centre, étant interceptée par deux 
autreç tangentes parallèles, le produit des segments formés sur 
la première tangente par le point de contact est égal au carré 
du demi-diamètre parallèle à cette tangente [Probl. 197, t. VU, 

p. 448] 4»'i 

NICOLAS (L.), élève au lycée d'Aix. — Dans un tétraèdre O ABC 
trirectangle en O, la somme des carrés des tangentes des angles 
ABO, ACO est égale au carré de la tangente de l'angle dièdre 



qui a pour arête BC ^•^ 



i 



NIEVENGLOSKl (O.-H.) , répétiteur au lycée Saint-Louis. — Note 
sur une abréviation de calcul dans la recherche du plus grand 
commun diviseur de deux nombres 4 'l 7 - 

PISTORIS (de), capiuine d'artillerie. — Énoncés de plusieurs pro- 
priétés de rellipso et de l'hyperbole 64 

— Démonstration de l'inexactitude d'un théorème énoncé au t. VII , 

p. 334 • 65 

PLOIX- (Edm..), élève du lycée de Versailles, bachelier es sciences. — 

Propriété des polaires «52 

— D'xin point M pris dans le plan d'une conique, on mène deux 

Ungentes MP, MP' à cette conique ; r et /' sont les rayons de 

MP r 
courbure en P et en P', on a l'égalité = -, 414 

MP' '^ 

POLIGNAC (Alphonse de^ élève de l'institution Sainte-Barbe (admis 

le 83« à l'École Polytechnique).— Propriété des nombres cubiques, a 1 5 

— Six propositions arithmologiques déduites du crible d'Éralos- 

thène. . . .' • • • • 4^3 

SAINT- VENANT (de). — Cinématique , mouvemente relatifs à des 

systèmes quelconques 3^6 

SERRET (Paul) (admis à l'École Normale). — Propriété des hyper- 
boles équilatères concentriques 27 1 

— Démonstration du théorème de M. Steiner sur les coniques inscrites 

à un triangle 4^-^ 

SORNIN (J.), professeur de mathématiques au lycée de Reims. — 
Recherche du nombre de chiffres que fournit à la période une 

fraction ordinaire réduite en fraction décimale 5o 

STERN. (Crelle.) — Trois théorèmes d'arithmologie .».bo 

Ann. de Mathimat. , t. Vil!. (Décembre 1849 ) '''* 



( 466 ) 

TERQUEM (Paul), professeur d'hydrographie, k Dunkerque. — 

Compte rendu du cours de l'École navale; par M. F. Caiilet 20K 

TERQUEM ( O. ) , rédacteur. ^ Théorème sur les carrés des cfiXçs 

d'un triangle rectiligne 4? 

— Question d'examen sur les fractions continues 4^ 

— Notes sur les polygones et les polyèdres étoiles , polygones funi- 

culaires , d'après M. Poinsot 68, i3q et 3o4 

— Formules générales de Waring , pour trouver la valeur des fonc- 

tions symétriques et rationnelles des racine d'une équation 

algébrique 76 

— Note supplémentaire au théorème homographique du tome VII , 

page 44/ • 96 

— Question d'examen sur le trapèze et le quadrilatère inscrit 98 

— . Théorèmes de trigonométrie 100 

— Extraits du Journal de M, Crelle (Cahiers de 1846). 102, aa8 et 266 

— Théorèmes d'homogénéité 1 1 3 

— Théorèmes et problèmes sur le foyer et la directrice de la para- 

bole 131 

— Questions d'examen sur les constructions géométriques 1^4 

— Propriété des coniques homofucales ai4 

— Question d'examen sur le pôle et la polaire dans le cercle a 16 

— Théorème sur les ellipsoïdes homofocaux 226 

— Question d'examen sur les diviseurs fractionnaires en arithmé- 

tique 24^ 

— Question d'examen sur les diamètres jBt 

— Note sur l'angle droit circonscrit à deux coniques 28? 

— Question d'examen sur les asymptotes 288 

— Théorèmes sur les asymptotes 288 

— Théorèmes sur la numération et le plus grand commun diviseur. 

354 et 358 

— Calcul aux différentielles partielles (Charpit) 397 

— Limite d'un produit de cosinus en nombre infini 469 

— Notes explicatives de divers articles 22, 94, 2i3 et 926 

— Critique du programme rétrograde d'admission à l'École Poly- 

technique 74 

— Réflexions sur le cours de la théorie des nombres, au Collège de 

France i5i 

— Biographie de M. Paul-Louis Ciroddo 2o3 

— Biographie de M. Richard , professeur 44^ 

— Divers noms donnés à des ellipsoïdes en Ai^leterre 227 

— Critique delà composition du concours général de 1849, en ma- 

thématiques spéciales et en mathématiques élémentaires. 3 16 et 375 

— Note bibliographique sur la question de Fermât 363 

— Théorèmes de Frénicle 364 

- Compte rendu de : De novo ^stemate coordinatarum . ... * 38; 



( 467 ) 

Pages. 
TERQUEM (O. ). — Compte rendu de l'Algèbre supérieure, de 

M. J.~A. Serre! 389 

— De l'analyse de l'ouvrage de M. Stewart, sur quelques théorèmes 

généraux d'un grand usage dans les hautes mathématiques; par 

M. Breton (de Champ) 390 

— Du Traité élémentaire d'Algèbre, de MM. Choquet et Mayer 4^9 

— Du Mémoire sur les fonctions arbitraires , exprimées par des in- 

tégrales doubles ; par M. A. Pioche /}3 1 

— Du Mémoire sur les points singuliers des surfaces ; par M. Ben- 

jamin Amiot l^Zi 

— Du Traité élémentaire de Cosmographie ; par M. Benjamin Amiot. 386 

— Mécanique moléculaire de M. Cauchy 79 

— Lionnet. Complément des Éléments d'arithmétique 335 

THOMAS ( L.) , professeur de mathématiques. — Note sur la plus 

courte distance de deux points situés sur la surface de la sphère. 279 

TILLOL , professeur de mathématiques , à Castres. — Soit f? (x) = o 
une équation de degré n dont les racines r, , x, , x,,..., xh 
sont toutes inégales , démontrer que 

III I 



— Équation de l'hyperboloïde de révolution à une nappe 1^9 

— Note sur le cylindre et le cône équilatéraux circonscrits à une 

sphère 218 

UMPFENBACH , professeur, à Giessen. (Crelle.) — Généralisation du 

théorème de Pythagore 4^^ 

VIEILLE (J.), professeur au lycée Louis-le-Grand. — Solution du 
problème donné au concours général de 1 849 en mathématiques 
spéciales 317 

VINCENT (A.-J.-H.) , professeur au lycée Saint-Louis. — Note sur 

une inscription grecque attribuée à Platon 65 

— Note sur la théorie de» fractions continues 399 



3o. 



( 468 ) 



TABLE 

PAR ORDRE DE MATIÈRES 



I. AritknétiqDe et Aritknologie. 

Pages. 

Recherche du nombre des chiffres que fournit à la période une 

fraction orditiaire réduite en fraction décimale; par M. /. SorntH. 5o 
Dans tout nombre , la somme de plusieurs diviseurs est à celle des 
quotients correspondants , dans le rapport inverse de la somme 
des valeurs inverses des diviseurs et de celles des valeurs inverses 

des quotients ; par M. O.- D. Dostor loi 

Propriétés des nombres cubiques , Note relative à Tarticle de 

M Midy, t. V, p. 640; par M. Alph. de Polignac aiS 

Note sur les approximations numériques; par M. E. Lionnei 'i66 

1°. Trouver la somme des n premiers termes de la série dont le 
terme général est na^, a étant un nombre quelconque; a® com- 
bien y a-t-il de chiffres dans la suite naturelle des nombres de- 
puis I jusquà 10"+* — 1 ; 'S^ trouver le nombre des chiffres de la 
suite naturelle des nombres depuis 1 jusqu'au nombre N ; 4^ écri- 
vant tous les nombres de la suite naturelle de droite à gauche à la 
suite les uns des autres , on demande le chiffre qui occupe un 

rang désigné ; par M. O. Terquem 354 

Solution du mèmi^ problème; par M. E. C 4^' 

Plusieurs problèmes et théorèmes sur la numération et sur le plus 

grand commun diviseur; par M. O. Terquem. 358 

Six propositions arithmologiques déduites du crible d'Ératosthènc ; 

par M. Alph. dr Polignac 4^^ 

Note sur une abréviation de calcul dans la recherche du plus grand 

commun diviseur de deux nombres ; par M. G. -H. Nievenglodii.. . 44? 
Extraits des exercices d'analyse numérique ; par M. Lebesgue. 8i et 347 

Théorie des fractions continues; par M. K. Catalan i54 

1°. Prenant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'à l'infini, et' 
élevant chacun ii toutes les puissances négatives depuis la deuxième 
jusqu'à l'infini, la somme est égale h l'unité; •>" In somme de 

loute^ K's fractions de la forme • rr est ênale îi i en 

donn:ii)i a 1 «M à y tuiih's li's valeurs onliôros positivos de o à x , et 



fois 



( 4rty ) 
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MN.OM' . 
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MU . Il M 
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par le nicmc > » 
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courbe du second degré , on mène deux tangentes AB et AO ; d'un 
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avec la corde de contact RC ; cette droite partagera en deux par^ 
ties égales la portion de tangente DK comprise entre les deux tan- 
gentes AB, AC. [Probl. i5i, t. VI , p. i^|'>.l Par M. A. Mannheim. . 89 

Soient PP' deux points appartenant respectivement à deux ellipses 
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homofocales , tels que les tangentes qu'on mène à ces courties en 
P et en P' se coupent à angle droit ; en désignant par 1 le point de 
leur intersection, et par C le centre commun des ellipses, la 
droite CI divisera en parties égales la distance PP'. [Probl. 30i, 

t. Vm , p. 44-] Par M. Iules Harel 206 
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i^. Propriétés des hyperboles équilatères concentriques; a^ étant 
donnée la base d'un triangle curviligne formé par trois axes d'hy- 
perboles équilatères , ayant le même centre , le lieu du sommet , 
lorsque Tangle fait par les deux côtés est constant, sera une 
ellipse de Cassini [Probl. 176, t. Vil, p. 4^]; 3® si Ton substitue 
dans l'équation polaire d'une droite r* au lieu du rayon vecteur r, 
et 3 ro au lieu de l'angle polaire w , on obtiendra l'équation d'une 
hyperbole équilatère. D'une manière analogue, en substituant 

V — I I tangf-l I pour tang (- ), et 20» pour u dans l'équation 

polaire sphérique d'un grand cercle , et en changeant les oon- 
Ktantes, de manière que les imaginaires disparaissent, on tombera 
Hur l'équation d'une hyperbole équilatère sphérique. [Probl. 190, 
l. VII, p. 240.] Par M. PaulSerret J71 

r 

Etant donné un triangle plan , soient trois paraboles , ayant même 
foyer, dont chacune est touchée par deux côtés du triangle ; si l'on 
mène à la première de ces paraboles la tangente qui coupe per- 
pendiculairement le troisième côté du triangle, et de même pour 
les deux autres, les trois droites qu'on obtient ainsi seront toutes 
tangentes à la même parabole horaofocale avec les trois autres. 
[Probl. io3, t. VIII , p. 108.] Par M. F. Laroche 797 

Cinq points sont situés dans un plan, et tels que trois ne sont pas 
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conique passant par les cinq points est : 1^ une parabole , si le 
cinquième point est sur l'une des deux paraboles; 2** une hyper- 
bole , si le cinquième point est dans l'intérieur ou hors des deux 
paraboles ; 3<> une ellipse , si le cinquième point est dans l'inté- 
rieur d'une parabole et hors de l'autre. [Probl. 17g, t. VU , p. 75.] 
Seconde démonstration ; par M. Lemoine ■.k)8 

La courbe enveloppe de toutes les hyperboles équilatères concen- 
triques, et qui sont coupées orthogonalement par une même 
droite, a pour équation 
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les axes étant rectangulaires. [Probl. 198, t. VU, p. 448*] ^^^ 

M. Eug, Jubé À-jh 

ÉUtnl donnes un point et une droite : soient deux paraboles avant 
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toutes deux pour tangente la droite <donnée et le point donné 
pour foyer commun , en supposant qu'elles se coupent toujours 
sous le même angle; leur point d'intersection décrira un cercle. 
[Probl. 2oa, t. VIH , p. /|5.] Par M. Jaufroid 377 

Par le foyer d'une ellipse , on mène deux cordes rectangulaires , dans 
le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre; les deux cordes 
sont égales à deux diamètres conjugués de l'ellipse : si par le 
centre on mène dans le cercle un diamètre parallèle à l'une des 
cordes , il est partagé par l'autre corde en deux segments égaux 
aux rayons vecteurs qui vont du foyer aux extrémités d'un des 
diamètres conjugués dans l'ellipse. [Probl. 178, t. Vil, p. 76.] 
Seconde démonstration ; par M. Lemoine ^79 

Inscrivant une droite dans l'angle des asymptotes d'une hyperbole, 
de telle sorte qu'elle intercepte un triangle dans cet angle et un 
segment dans l'hyperbole : la droite allant en s'éloignant du centre 
parallèlement à elle-même , la limite de l'aire du segment divisée 
par l'aire du triangle est égale à l'unité. [Probl. 100, t. VllI, 
p. 107.] Par M. Jl.-i. Murent (de Clermont-Ferrand ) l\\7. 

Une tangente à une conique à centre , étant interceptée par deux 
autres tangentes parallèles , le produit des segments formés sur la 
première tangente par le point de contact est égal au carré du 
demi-diamètre parallèle à cette tangente. [Probl. 197, t. VU, 
p. 448.] Par le même '|i3 

D'un point M pris dans le plan d'une conique, on mène deux tan- 
gentes MP, MP' à cette conique, r et r' étant les rayons de cour- 

8 

MP r" 

bure en P et eu P', on a l'égalité ---— - = -7^- [Probl. 210, t. Vlll , 

MP' 

p. 39a.] Par M. Edm, VIqix 444 

lY. Géométrie aaljtiqoe à trois dineosioDS. 

Trouver l'équation d'une surface algébrique sur laquelle on ne 
puisse tracer qu'une seule et unique ligne droite ; par M. Breton 
(de Champ). [Probl. 3i, t. 1, p. 394.] 61 

Fin du même article ; par le m^me 1 3o 

Dans un tétraèdre OABC trirectangle en O, la somme des carrés 
des tangentes des angles ABO, ACO est égale au carré de la tan- 
gente de l'angle dièdre, qui a BC pour arête. [Probl. 316, t. VUE, 
p. 394.] Par M. L. Nicolas 44» 

Si l'on coupe un cône droit par un plan , et que l'on projette la sec- 
tion sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône et mené par le 
sommet , la projection aura ce sommet pour foyer, et pour direc- 
trice la trace du plan sécant sur le plan de projection. [Pro- 
blème '}.\!\ , t. VIII , p. 393.^ V'AV M. Jaufroid il'» 
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I. ArilbBél^ie. 

Page». 
Théorèmes sur les diviseurs fractionnaires en arithmétique ; par 
M. O. Terquem î^fi 

II. Algèbre élteeDUire. 

Plusieurs théorèmes relatifs aux fractions continues; par M. O. Ter- 
ifuem 

III. Algèbre supérieire. 

^(x)=o étant une équation alifébrique du degré n, et ayant n ra- 
cines inégales x^ , x, , jt, , . . . , x«, on a 
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=^ o : 



par M, TUlol i '|S 

lY. Géonétrie éléieiUire. 

Inscrire dans un cercle donné un trapèze dont l'aire et les c^tés 
non parallèles sont donnés : cas général du quadrilatère; par 
M, O. Tertfuem 98 

Étant donné un parallélogramme ABCD, on mène une droite LL' 
perpendiculaire à ses deux côtés opposés AB, CD, laquelle ren- 
contre le premier côté en a ' et le prolongement du second en m : 
cette droite rencontre les deux autres côtés AC , BD en b', b et les 
deux diagonales BG, AD en c' et c. On demande de prouver que 
les circonférences des cercles décrits sur les trois segments 4a', 
hb', cc'f comme diamètres, ont les mêmes points d'intersection. 
On examinera si le théorème aurait encore lieu dans le cas où la 
droite LL' serait oblique aux deux côtés AB, CD, au lieu de leur 
être perpendiculaire (composition du concours général de 18^9, 
mathématiques élémentaires) ; par M. E, Lorieux 369 

Solution du même problème , solution trigonométrique; par M. S.. .^01 

V. Géonétrie aalytique à deu dineasiois. 

Constructions géométriques des expressions algébriques; par M. 0. 
Terquem \\\ 

\^. Étant donnés un cercle et un point pris dans l'intérieur du 
cercle, trouver sur la polaire un point tel, qu'en menant par ce 
point cl le pôle une sécante, le segment moyen divise parle seg- 
ment extérieur soit égal à une quantité donnée; 1^ avec les 
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mêmes données , Iruuver sur la polaire deun pointe tels , qu'en 
menant par chacun et le pôle une sécante, et divisant le segment 
moyen parle segment extérieur, la somme des carres des quotients 
soit égale à une quantité doiinéf composition écrite de l'École 
Polytechnique, année 18/16. t. V, p. 70^1 : question i/|); par 
M. O. Tertfuem 216 

Propriétés des diamètres (article relatif à celui de M. Harel sur les 
coniques homofocales , même volume, p. 334 ); par le mente a8i 

Une courbe algébrique qui a un diamètre et une asymptote, a en- 
core une seconde asymptote (énoncé 10, t. Vlll, p. 'rii); par le 
même 388 

Étant données dans un même plan une ellipse et une droite située 
en dehors de la courbe, on suppose qu'on prenne sur cette droite 
divers systèmes de deux points (a, a*) conjugués relativement à 
l'ellipse, de manière que la polaire de l'un de ces points a passe 
par l'autre n ', et l'on propose : i^ de démontrer qu'il existe dans 
le plan deux points fixes tels, que de chacun d'eux on voie 
chaque segment aa' sous un angle droit; 2^ de déterminer le lieu 
géométrique de ce» points, lorsque la droite donnée se meut pa- 
rallèlement à elle-même. [Problème du grand concours général 
de 1849.] Par M. y. Vieille ^17 

VI. Géonétrie aitlytiqtte à trois dineasiais. 

Équation de l'hyperboloîde de révolution à une nappe ; par M. Tillol, 1 49 

VII. 9i<^stiois à résaodre. 

N"* 199, 300, 301 , 303, 303 41 

fio* Qo'j, 3o5, 306, 307 »07 

N«« 308, 309. /. j36 

fio» 210, 3ïi, 313, 3i3, 314, 3T5, 3i6 393 

Énoncé» de questions proposées pour l'admission à l'École Poly- 
technique, 1848 330 et 3oo 

Compositions écrites proposées pour l'admission à l'École Poly- 
technique, 1849 ^^^ 

Théorème à démontrer sur les arcs de courbe. (Strbbor.) i5i 

Compositions du concours général de 1849 en mathématiques spé- 
ciales et en mathématiques élémentaires 3i5 

Questions de l'agrégation pour les lycées en 1849 ^94 

(;rand prix de mathématiques de l'Institut national pour i85o 363 

Énoncé de plusieurs propriétés de l'ellipse et de l'hyperbole 64 

Plusieurs théorèmes sur le Iriancle reclanglr , dont trois ont été dé- 

nioiilrt's. l, I, p. i8'| *"'l 
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Plusieurs théorèmes de la géométrie de situation , d'après M. Cayley. 

(Journal de M. Crelle.) ^\b 

Rectification du théorème énoncé dans Farticle sur les normales des 

coniques de M. Catalan, t. VU, p. 334; P^i* M- ^ Pistoris 65 

VIII. Notes diferses. 

Note sur une inscription grecque MyeoijjitTprjTOi fiyi^tii ciViru; par 

M. A.-J.-B. Vincent 65 

Programme rétro[rrade d'admission à l'École Polytechnique, 18^9; 

par M . O . Ter^fuem 74 

Analyse du premier cahier du Journal de M. Crelle, t. XXXll, 1846 

(suite de l'article du t. VI, p. 34i de ce journal]; par le même, . 102 

Fin de cet article ; par le même 218 

Cours sur la théorie des nombres au Collège de France ; par le même. i5i 

Biographie de Cirodde ; par le même 2o3 

Biographie de Richard ; par le même 4^8 

— Note sur Galois ( Évaristc) ; par le même ^ài 

Cours de l'École navale de M. V. Caillet; par M. Terquem ( Paul). . io8 
Divers noms donnés à des ellipsoïdes en Angleterre; par M. O. 

Tertfuem 327 

Grand prix de mathématiques de l'Institut national à décerner 

en i85o 36a 

Journal de M. Crelle, t. XXXll, 1846; par M. O. Ter^uem.. 366 

De novo coordinatarum syslemate; par le même 387 

Cours d^ Algèbre supérieure de M. J.-A. Serret ; par le mAne 389 

Quelques théorèmes généraux d'un grand usage dans les hautes ma- 
thématiques, de Stewart, de Breton (de Champ); par le même.. 390 
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Obsert^aiion. Sur 2i5 questions, il en reste 46 à résoudre. 



